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PREDGOVOR DR UGOM IZDANJU 

Prvo izdanje ,,Programiranja numerickih meto
da na FORTRAN jeziku" objavljeno je 1979. godine 
i za kratko vreme rasprodato taka da su autori hili 
prinutleni da bez veCih izmena daju u stampu dru
go izdanje ove knjige. 

Knjiga je podeljena u pet glava, od kojih je prva 
uvodna. Druga glava je posveeena optimizacijama 
FORTRAN programa u smislu tacnosti izracunava
nja, racionalnog koriscenja centralne memorije racu
nara i brzine izvrsenja programa. U treeoj glavi dat 
je veti broj kompletno resenih problema, koji imaju 
za cilj savlaaivanje osnovnih principa programiranja, 
kao i postepeno uvotlenje citaoca u sloienije nume
ricke procese. U cetvrtoj glavi su obratleni numericki 
metodi u Uneamoj algebri, dok je peta glava posvece
na metodima za integraciju funkcija, resavanju inte
gra/nih jednacina, kao i numerickim metodima za 
re.favanje obicnih i parcijalnih diferencijalnih jedna
cina. 

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima 
tehnickih fakulteta kao udibenik, ali ona mote biti 
od koristi i svima onirna koji u svojoj praksi koriste 
numericke metode. 

Svi programi koji su dati u knjizi testirani su na 
racunaru PDP-11 I 40 Gratlevinskog fakulteta u Nisu. 

1 avgust 1981. 
Gradimir V. Milovanovic 

EJortle R. Bortlevic 



IZ PREDGOVORA PR VOM IZDANJU 

Iz oblasti numericke matematike ova knjiga je 
prva na nasem jeziku po svojoj koncepciji i sadriaju. 
Nairne, na nasem jeziku postoji veci broj knjiga koje 
se have programskim jezicima (uglavnom, FORTRAN 
i COBOL) i relativno mali broj knjiga iz oblasti nu
mericke ana liz e. Zadatak ove knjige je da uputi citao
ce u programsku realizacz]u numerickih metoda na 
FORTRAN jeziku. 

Rukopis za ovu knjigu proistekao je iz preda
vanja koje je prvopotpisani autor driao studentima 
poslediplomskih studija na Gr11iievinskom fakultetu 
u Nisu u toku skolske 1978/79. godine, kao i iz vise
godiSnje nastave na Elektronskom fakultetu u Nisu 
iz predmeta Numericka analiza I i Numericka ana
liza II. 

7. apn'la 1979. 
Gradimir V. Milovanovfc. 

Bortle R. Dortlevic 
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1. UVOD U PROGRAMIRANJE 

1.1. PREDSTAVLJAN.JE ALGORITAMA BLOK SEMAMA 

Savremena nauka i tehnika postavljaju niz matematickih problema koji se 
klasicnim matematickim metodima ne mogu J.lVek JJSpesno resi ti iii bi njihovo resa
vanje bilo suvise glomazno, s obzirom da se najcesce zahteva numericki rezultat. 

U opstem slucaju, problem koji trcba resavati zvacemo ulaznom informaci
jom. Postupak transformacije ulazne informacije (x) u izlaznu informaciju (y) zva
cemo algoritmom (A). Navedena transformacija se moze predstaviti blok dijagra
mom 

-·---- --
Ulazna Algoritam Izlazna 
i nformaci ja i nformacija 

(x) (A) (y) 

--
A 

iii simbolicki x -> y. 

Svaki algoritam treba da poseduje sledece osobine: diskretnost, determinisa
nost, rezultativnost i masovnost. 

Diskretnost je takva osobina algoritma da svakom algoritamskom koraku od
govara diskretni vrernenski interval na vremenskoj osi. 

Determinisanost je osobina koja obezbeCluje jednoznacnost medurezultata 
posle svakog algoritamskog koraka u odnosu na ulaznu informacijlJ. 

Osobina rezultativnosti algoritma obezbecluje da se posle konacnog broja al
goritamskih koraka dobije traieni rezultat (izlazna informacija). 

· Masovnost algoritma je osobina algoritma koja obezbeduje resavanje sire lda-
se problema. 

Pri reiiavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan algoritarn koji naj
brze dovocli do zeljenog rezultata. Ovo je narocito val-no kod primene savremenih 
elekt ronskih racunskih masina, s obzirom na cenu masinskog vremena. Izbor naj
racionalnijeg algoritma u prethoclnom smislu, predsta.vlja vrlo slozen problem, koji 
teorij~·.ki u opstem slucaju jos uvek nije resen. 

Razradom i realizacijom algoritama i analizorn greske u izlaznoj infom1aciji 
bavi se posebna oblast matematike, tzv. numericka matematika. 

Centralni deo numericke matematike cine jnumericki metodi. Oni moraju 
biti takvi da su pogodni sa stanoviSta primene savremenih elektronskih racunskih 
rnasina. Problemima prakticne real izacije algoritama bavi se oblast teorija programi-

9 



ranja koja se u poslednje vreme uspeStlO razvija. Jedan od njenih osnovnih zadataka 
je priprema i sastavljanje programa za racunsku masinu prema izabranom algoritmu. 

Da bi se olaksalo sastavljanje programa najcesce se algoritmi predstavljaju 
blok 8emama, a ponekad i tekstu3lnim opisom. U daljem tekstu ubzacemona gra
ficko predstavljanje algoritama pomocu blok sema, koristeci sledece blokove: 

( Kraj 

Blok 
odluke 

) 
Racuns ki 

blok 

Dodeljivanje vrednosti a promenljivoj X oznacavacemo sa X :=a. Blokovi za 
ulaz i izlaz informacija se cesto izostavljaju. 

Primer 1.1. Blok sema algoritma za izracunavanje sume 

n 
S= ~ a.b. 

i =I I 1 

data je na sl. 1.1. 

Primer L2.Kod odreoivanja vrednosti 

u =min (x, max (y,z)) 

treba, najpre, odrediti v = max (y,z). Odgovarajuca blok sema algoritma data je na 
sl. 1.2, pri cemu su blokovi za ulaz velicina x, y, z i izlaz velicine uizostavljeni. 

Primer 1.3. Posmatrajmo konvergentni iterativni proces 

(n=O,l, ... ). 

Ako se kao kriterijum za prekidanje ovog procesa izabere uslov I zn+ 1 - zn I 
< e, gde je e zadata tacnost, blok sema algodtma za odredivanje granicne vrednos'ti 
niza {znf (sa tacnoscu e) izgleda kao na sl. 1.3. Primetimo da u ovom algoritmu 
koristimo samo dve sukcesivne vrednosti niza { zn } . Naime, na osnovu z0 izra
cunavamo z 1 , a zatim z 1 proglasavamo za z0 i ponavljamo proces do ispunjenja 
usvqjenog kriterijuma za prekcid procesa. 

Na primer, jedan iterativni proces za nalazenje m-tog korena iz broja 
A ( > 0) ima oblik 

(n = 0,1, ... ) 

Primer 1.4. Za izracunavanje vrednosti polinoma 

F (~:)=a vn J_ a xn- 1 -'-· +a X+ a 
· 'n"ll- J· n-1 1 

• ·' 1 'o 

lO 



koristi se Hornerova ilema, po kojoj se polinom F predstavlja_ u obliku 

ne 

i : "' 0 

5: = 0 

i :=i+1 

Sl. l.l 

ne 

ne 

Sl. 1.2 

Sl. 1.3. 

11 



Na ovaj nacin se broj mnozenja od 2n--1, koliko je potrebno kod direktnog izracu
navanja, svodi na samo n mnozenja. Blok sema algoritma, u ovom slucaju, izgleda 
kao na sl. 1.4. 

Sl. 1.4. 

Primer 1.5. Blok sema algoritma za izracunavanje vrednosti funkcije f, date pomocu 
veriznog razlomka 

!(x)=a1+ X 

X a2 +--...::::__ ___ _ 
X 

a3+------
a4 + .. 

data je na sl. 1.5. 

X + ----,---~ 
X 

a +
n-1 

an 

+<<> 

Primer 1.6. Posmatrajmo konvergentni red f (x) = z; un(x). Opsti clan i parci-
n=o 

jalna suma ovog reda mogu se predstaviti u obliku 

u
11 

(x) = cJ:> (n,x) u
11

_
1 

(x) 

gde je s
0 

= u
0 

(x) . 

U konkreinom slucaju hismo imali: 

12 

s = s 
1 

+ u (x), 
11 n- 11 



b) Za f (x) = shx : 

X 
u

0 
=I, <P(n,x)=-; . n 

x2 
uo=x,<P(n,x)= (2n+l)2n 

Ako je algori tam za priblizno odrei:livanje sume f (x) takav da se sumiranje 
prekida kada je opsti clan reda po apsolutnoj vrednosti manji od unapred zadatog 
pozitivnog broja e ;njegova blok Serna izgleda kao na sl. 1.6. 

Sl. 1.5 

Primer 1.7. Neka je 

z(x,y)= _,_ 
{ 3~. 

(lxl+ lyl~l Vx>O), 

(lxl+ lyi>IAx<OAy<O), 

( I X I + I y I> 1 J\ X < 0 1\ y > 0 ). 

u . - uo 

s : = 0 

Sl. 1.6 

Na osnovu sl.1.7 ., na kojoj je ravan xOy razdeljena na tri oblasti, obrazovan je 
algoritarn cija je blok serna data na sl. 1.8. 

13 



Sl. 1.7 

Sl. 1.8. 

Primer 1.8. Blok Serna algoritma za izra<:unavanje vrednosti funkcije 

{ 

y3 -- 1 

F(y }=- 2y 

y/8-1 

( ly 1~1), 

(1 < ly 1~2), 

(iyl>2) 

za n vrednosti promenljive x, pri cemu je y = x2 + x-1 ,: data je na sl. 1.9. 

[Primer 1.9. Blok Serna algoritma za odreilivanje sume proizvoda 

predstavljena je na sl. 1.1 0. 

m n 

smn = i~l i~l (xi-xi) 
j ,Pi 

[Pl'imer 1.10. Blok §erna algoritma za resavanje kvadratne jednacine 

ax2 + bx + c = 0 (a-::/= 0) 

prikazana je na sl. 1.11. 

14 



Sl. 1.9. 

Primer 1.11. KonstruiSimo jedan algoritam za odredivanje svih prostih brojeva do 
M (M prirodan neparan broj) i njihova prebrojavanje. 

Iz razmatranja, najpre, iskljucimo sve par~e brojeve. Neka je tra.Zeni skup 
prostih br~eva A = {a 1 , .•• , an} . Pri ispitivanju da li neparan broj i ptipada sku
pu A, dovoljno je ispitati deljivost ovog broja samo brojevima iz podskupa [a 1 , ••• , 

15 



.~ 1 ? .... m 

L!_ l~ [f'1-1)n+ 1 
~---

1 ·a 11 a 1 2 a 1m 

~ ~ Km-1)n+c 

2 a 21 azz a 2m 
--

-~ --
Lnm ~ [_2~ 

n a 
n 1 an2 a 

rllil J 

Tabela 2.1 
Neka su 

r 25.123 18.444 _:_11.111 1 
6.102 1 

I 

A= - 1.532 0.456 3.470 -2.4~2 j 
4.210 0.345 0. 3.153 

[ '• 1.456 13.555 21.526 . 24.6541 
B= 1.234 7.254 32.744 0.542 

- 7.654 21.687 22.687 15.198 

Slucaj 1. Neka su elementi matrice A i matrice B dati na karticama, u formatu 
8F10.3, po vrstama 

I kartica: a 11 , a 1 2 , a 1 3 , a 1 4, az 1, az 2, a2 3, az 4, 

II kartica: a 3 1 , a 3 2 , a 3 3 , a 3 4, b 1 1 , b 1 2 , b 1 3 , b 14 , 

III kartica: b 2 1 , b 2 2 , b2 3 , b 2 4, b3 1, b3 2 .• b 3 3, b3 4· 

Program om 

DIMENSION A(3,4),8(3,4),C£3,4) 
R~AD(8u10) ((A(!,J),J:1,4l,Im1,3),((6(I,J),J:1,4),I:1,3l 

10 FOPMAT(8F10.3) 
DO 15 !&:1,3 
DO 15 J:1,4 

15 C(I,J):A(l,J)+R(I,J) 
Wi'IITE(5,25) ((C(I,J),J::1,4),1"'1,:'1) 

25 FOR~AT(1H1,5X,'MATRICA C1 //(4F12.3ll 
OLL EXIT 
f.fJ(l 

realizuje se odreaivanje elemenata rna trice C =A +B. Izlazna lista ima oblik 

MnRICA C 

18 

23.1167 
~0.298 
~3,444 

31.999 
7.71() 

22.032 

10.415 
36,214 
22.687 

~1A.~52 
~1,870 

1 f'l' 351 



Elerncnti rnatrice A (takode i elementi matrica B i C) su memorisani prerna ta
beli 2.2. Primetimo da se elementi prve vrste matrice A memorisu u registrima sa 
relativnim adresama 1, 4, 7, 10, elementi druge vrste u regis trim a sa relativnim ad
resama 2, 5, 8, 11, i najzad, elementi trece vrste u registrima sa adresama 3, 6, 9, 
12. 

Tabela 2.2 Tabela 2.3 

Prethodni program smo mogli realizovati i koriscenjem jednodimenzionalnih 
nizova, sa istim ulaznim podacima: 

DIMENSION A(12J,B(12),C(12l 
READ(8,10l A,R 

10 FORMATC8F10.3l 
on 15 I=1,12 

15 C(I):.A(l)+BCil 
viRITE(5,25l C 

25 FnRMIT(1H1,5X, 1 MATRICA C'//(4F12.3ll 
CALL DlT 
FNO 

Nacin memorisanja elemenata matrice A dat je u tabeli 2.3. Primetimo da se, 
u ovom slucaju, elementi prve vrste matrice A memorisu u registrima sa relativnim 
adresama 1, 2, 3, 4. 

Pretpostavimo sada da su elementi matrica A i B dati na karticama u sledecem 
redosledu (po kolonama): 

I kartica: a 11, a2 1, a3 1, a 1 2, a2 2, a3 2, a 1 3, a2 3, 

II kartica: a 3 3, a1 4, a2 4, a3 4 1. b 11, b2 1, b3 1, b 1 2, 

III kartica: b22 , b32 , b 1 3 , b2 3 , b3 3 , b14 .• b24, b34. 

Tada odgovarajuci program ima oblik 

DIMENSION A(12),B(12),C(12) 
RFA0(8,10) Adl 

10 FOR~AT(8F10.3) 
DO 15 J:r.1,12 

15 C(I):A(J)+B(I) 
wRITEC5,C?O) 

20 FORMAT(1H1,5X, 1 MATRICA C1 /) 

DO 30 1::.1,3 

19 



!0 WRITE(5,25l CC(J)~J~J,12 0 !) 
25 FORMAT( 1 0 0 41"12,3) 

C4ll. EXIT 
END 

Registrovanje elemenata rna trice A je kao u tabeli 2.2. 

Slucaj 2. Neka rna trice A 1 = [ ai' 1nxm i B2 = [ bidnxm imaju dimenzije manje od 
dimenzija definisanih u naredbi DIMENSION (3 x 4 ili 12). Na primer, neka je, u 
konkretnom slucaju, n = 2, m = 3 i neka su A 1 i B 1 glavne submatrice tipa 2 x 3 
prethodno koriscenih matrica A i B respektivno. 

Pretpostavimo da su elementi matrica A 1 i B 1 (u programu A i B) dati na kar
ticama, u formatu 8Fl0.3, na sledeci nacin: 

I kartica: a 1 1 , a 1 2 , a 1 3 , a2 1 , a2 2, a2 3, b 1 1, b 1 2, 

II kartica: b 1 3, b 2 1, b 2 2, b 2 3 . 

Program i izlazna lista, u ovom slucaju, su 

DIMENSION A(!,4),B(3,4),C(3,4) 
1'100(8,5) N,M 

5 FORMATC2I1) 
READ(8,10) ((A(I,JJ,J:1,M),I•1,NI,(1BCI,Jl,J•1,MJ,I•1,N) 

10 FORMATC8F10,!) 
DO 15 I•1,N 
00 15 J.,1,M 

15 C(I,J):A(J,J)+B(I,J) 
WRITE(5,20) 

20 FORMATC1H1,~X,'MATRICA C 1 /l 
DO 30 1::::1,N 

30 WRJTE(5,2'i)(C(l,J),J"1,M) 
25 FORMAT(' 1 ,4F12,3l 

CHL EXIT 
END 

MATRJCA C 

31.999 
7.710 

10.415 
36.214 

Deo programa koji se odnosi na stampanje matrice C moze se uprostiti ko
riscenjem naredbe FORMAT, koja je defmisana promenljivim celobrojnim aritme
tickim izrazom. Tada prethodni program postaje 

20 

OIMENSION A(3,4),BC,,4~vC(3,4l 
READ(8 1 ';) N,M 

'i FOR,.,AT(2l1J 
R~AD(B,10) ((A(l,J),J::::1,M),I:1,N),((R(I,J),J::::1,M),I::::1,N} 

io FORMAT(8f10.3) 
DO 15 I:1,N 
no 15 J:1,M 

1~ C(l,J)•A(I,J)+B(I,Jl 
WRiiE(5,20J 

20 f0Rt>'AT(1H1,5X, tMATRICA C'll 
WRITE(5,25)((C(J,J),J~1,M),I::::1,NJ 

2~ FORMAT(' 1 ,CM>F12o3l 
CALL EXIT 
Ef\JO 



Nacin memorisanja elemenata rna trice A 1 dat je u tabeli 2.4. 

Tabela 2.4 Tabela 2.5 

Prethodna dva programa, koriscenjem jednodimenzionalnih nizova (sa istim 
ulaznim podacima); postaju 

DJ~ENSION A(1~),8(12),C(12l 
READ(Ii,5) N,M 

5 FORMAT(211l 
N'1:::~11>M 

REA 0 ( li, 1 0) (A(!) , I::: 1 , NM) , ( B ( 1) , I o:1 , NM) 
10 FORMAT(8F1~.3) 

DO 15 I:::1,NM 
15 C(J):::A(l)+B(I) 

I~RITE(5,20) 

2n FOR~•Ai(1H1,5X, 'MliTRJCA C 1 /) 

DO 2~ I:::1,NM,M 
L=~' 8 1+1 

2~ ~RITE(5,~nl (C(J),J:::I,Ll 
30 FOR~lAT( 1 1 ,4F1?.,~l 

CALL F.XIT 
FNI:\ 

DIMENSION A(12),B(12),CC12l 
READ(A,5) N,M 

~ FnRMAT(2I1) 
NM:::N~>M 

REA0(8,10)(A(IJ,I:::1,NM),(B(J),I:::1,NM) 
10 FORMAT(8F10,3) 

DO 15 I:::1,NM 
1~ C(J):A(ii+BCII 

WkiTE(5,;?0) 
en FORMAT(1H1,5X, 1 MATRICA C1 /) 

WRITE(5,30I(C(J),J:::1,NM) 
30 FORMAT(' 1 ,<M>F12.3) 

CALL EXIT 
fNI) 

U ovom slucaju elementi rna trice A 1 su re,gistrovani kao sto je prikazano u ta
beli 2.5. 

Na kraju, pretpostavimo da su elementi matrica A 1 i B 1 dati na karticama, u 
formatu 8F 1 0.3, na sledeci nacin (po kolonama): 
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I kartica: a 1 1 , a2 1, a 1 2 , a2 2, a 1 3, a 2 ~, b 1 t, b2 1 , 

II kartica: b1 2 , bz z, b1 3• bz 3. 

U slucaju koriscenja jednodimenzionalnih nizova, imamo sledeci program: 

nyMENSTON A(12),A(12J,C(12) 
PfAD(R,5) ~I,M 

5 Fni'IMA1(i?I1) 

~'"'"'~' .. fJ 
RFAD(8,10) (A(I),J:::1,NM),(8(1),J:::1,NM) 

10 FQRMAT(~F1r,3) 
nn n J:::1,NM 

15 C(Il:A(!)+R(l) 
v;P l TE ( 5,;? 0) 

;?0 FOA~AT(1H1,5X, 1 MATRJCA C1 /) 

(')0 2~ 1:::1 ,N 
25 ~A!TE(5,30) (C(J),J:::I,NM,N) 
30 FOPMAT( 1 ',4F12.3) 

CALL EXIT 
f.'IO 

Smestanje elemenata matrice A 1 je dato u tabeli 2.6. 

2 

3 

Tabela 2.6 

1.3. NIZOVI I MATRICE U POTPROGRAMIMA 

U ovom poglavlju razmotricemo sluc~jeve kada su nizovi i matrice argumenti 
potprograma. U protivnom, ukoliko to nisu, imamo jednostavan slucaj. Naime. \ada 
je potrebno, pomocu naredbe DIMENSION, clefinisati maksimalne vrednosti in
deksa u cilju obezbeaenja potrebnog memorijskog prostora. 

Kao sto je pozna to (videti [ 1 ]), za nizove koji su argumen li potprogrmna, 
obezbeaenje memorijskog prostora u okviru potprograma nije potrebno, s obzitom 
da je to ucinjeno u glavnom programu. Mectu tim, da bi se u potprogramu znalo da 
se radio nizu, potrebno je koristiti naredbu DIMENSION. Jlustrujmo ovo prostim 
primerom. Neka je niz A argument u poiprogramu S!GMA (A, N, F). Tada je do
voljno u naredbi DIMENSION staviti S3mo A (1), tako da pocetni deo potprogm
ma izgleda 
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Fiktivni argument N ukazuje na konkretan broj elemenata niza A. Potr:uno 
isti efekat je ako se stavi A (N). Poslednji oblik je dozvoljen samo u potprogramima, 
za nizove koji su argumentl potprograma. 

Nesto slozeniji slucaj javlja se kod matrica kada se nadu kao argumenti pot
programa; Ilustrovacemo ovo na primeru matrice 

K= [~ 
2 3 

6 7 

10 11 

U sledecem programu, matrica K se generise, a zatim se pozivaju potprogrami 
PP1, PP2, PP3 i PP4, u kojima je redom, u naredbi DIMENSION, uzeto K (N,M), 
K (1,1), K (3,1) i K (1). 

Iz odgovarajucih potprograma stampa se matrica K za sve moguce vrednosti 
NiM(N= 1, 2, 3; M= 1, 2, 3, 4). 

DIME~ISJON K(3,4) 
DO 20 I:::1,~ 

DO 20 J:::1,4 
20 K(I,J):::(I$1)*4+J 

DO 10 IJ:::1,4 
WRITE(5,11)IJ 

11 FORM~T( 1 1 1 ,5X, 1 MATRICA K U PP'.I1//6X,'N',1X,'M'/) 
DO 1 0 N::: 1 , 3 
00 10 '-'"1,4 
GO TO(i,~.3,4),JJ 

1 CALL PP1(K,N,M] 
GO T 0 1 0 

~ CALL PP2(K,N,MJ 
GO TO 10 

~ CALL PP3(K,N,M) 
GO T 0 1 0 

!, CAll PP4(K,N,Ml 
10 CONTINUE 

CALL EXIT 
FNI'l 

SIJf<ROllifNF PP1 (K, ~J,M) 
DI~ENSifl~' K(N,M) 
WA[TE(5,20)N,M,((K(1,J),J:::1,M),J:::1,N) 

?O FORMATI/6X,I1,1X,J1,cM~I4/[(9X,c~>l4))/) 
R£TURN 
EN ['I 

SIJBROUTP-!E PP2(K,"l,"1) 
DIMfNSION K(1 ,·1) 
\~RITE ( 5 , ;> 0 l N, ~.;, ( ( K ( T , ,I) , J "'1 , M) , I 1ll ~ , " , 

?0 FOR~AT(/6Xi11,1X,I1,CM>J4/([9X,CM>I4l)/. 
fiETlJRN 
E"'~D 
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SUBROUTINE PP3(K,N,Ml 
1/IfvlENSION K (3, 1) 
wRITEC5v20JN,M,((K(I,J),J~1,Ml,I~1,N) 

20 FOAMAT(/6Y,I1,1X,I1,cM>I4/(19X,c~>I4))/l 
RETURN 
END 

SUBROUTINE PP4(K,N,M) 
Dlf.'ENSION K(1) 
I!JR!Tf(5,10)N,M 

10 FO~MATCI5X,2I2l 
NM:NliM 
00 15 I:::1,N 

15 wAITE(5,?Dl(K(J),J:I,NM,N) 
20 FQAMAT( 1 + 1 , <M>l4/(9X ,cM>I4)) 

RETURN 
END 

Elementi matrice K smesteni su u redosledu (po kolonama) 

Elementi 
matrice K 1 5 9 2 6 10 3 7 11 4 8 

Relativna 
adresa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

12 

12 

Pri prenosenju matrice K u potprogram moze se, pri nepravilnoj definiciji u 
naredbi DIMENSION, doCi do pogresnog rezultata, sto se lepo vidi iz ovog primera. 

Posmatrajmo, najpre, potprogram PP1, gde je u naredbi DIMENSION stavlje
no K (N, M). Pri ovome, za fiksirano N i M(l ~N~ 3; I ~M ~ 4) iz niza eleme
nata matrice K uzima se prvih N · M elemenata, na osnovu kojih se fonnira nova 
matrica saN vrsta i M kolona. Na primer, zaN= 2 i M = 3 uzima se prvih sest ele
menata: 1, 5, 9, 2, 6, 10, na osnovu kojih se formira matrica tipa 2 x 3 

9 

2 

Primetimo da se tacan rezultat dobija kada je N = 3, tj. kada N ima vrednost 
maksimalnog prvog indeksa u naredbi DIMENSION u glavnom programu. Naravno, 
tacan rezultat se dobija i u slucaju kada je M = 1. 

Potpuno isti rezultat se dobija ako se u potprogramu umesto matrice koristi 
niz (potprogram PP4 ), sto znaci da su elernenti niza jednaki elementima mallice, 
k~i su poredani u niz kolona po kolona. 

Ako je u naredbi DrMENSION u potprogramu prvi indeks matrice isti kao u 
naredbi DIMENSION u glavnom programu (videti PPJ ), na osnovu prethodnog mo
ze se zakljuciti dace elementi matrice u potprogramu imati pravilan tretman. 

U potprogramu PP2 u naredbi DIMENSJON je uzeto K (l ,1). U ovom sluca
ju, niz elemenata matrice K, u potprogramu se tretira kao da matrica ima samo jed
nu vrstu. Na primer, zaN= 2 i M = 3 dobijamo u prvoj vrsti red om elemente 1, 5, 9. 
dok se elementi kolona, normalno, dobijaju po pravilnom redosledu niz.a, polazeci 
od odgovarajuceg elementa prve vrste. Dakle, na ovaj nacin dohijamo matricu 
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5 

9 

Pri radu sa matricama u potprogramu, treba postupati dosta obazrivo i uvek 
imati na umu prethodno razmatranje. Bolje je, meautim, u potprogramima raditi 
samo sa nizovima, o cemu ce biti reci u drugoj glavi. SledeCi deo programa 

K==-N 
DO 10 J = 1, M 
K=K+N 
DOlOI=I,N 
IK =K +I 

10 B (IK) =A (IJ) 

vrSi konverziju matrice A tipa N x M u niz B du:Zi.ne N · M. 

MATRICll K ll PP1 
N M 

2 5 

1 3 § 9 

4 5 9 

2 1 'I 
5 

2 2 9 
2 

2 3 1 9 6 
5 2 10 

2 4 1 9 6 
5 2 10 

3 1 
5 

9 

3 2 1 2 
5 {, 

9 10 

3 3 1 2 3 
5 6 7 

9 10 11 

3 4 1 2 3 
5 6 7 

9 10 1 'l 

2 

3 
7 

4 
8 

12 

MATRlCA K ll PP2 
N M 

2 5 

3 5 9 

4 5 9 

2 1 
5 

2 2 'I 5 
5 9 

2 3 1 5 9 
5 9 2 

2 4 1 5 9 
5 9 2 

3 1 
5 

9 

3 2 1 5 
5 9 

9 2 

3 3 1 5 9 
5 9 2 

9 2 6 

3 4 1 5 9 
5 9 2 

9 2 {, 

2 

2 
6 

2 
6 

10 
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MATPJCA K U PP3 P"ATR'ICA K II PP4 

"' lv1 
N M 

i 1 1 1 

2 2 2 5 

3 ' 3 
3 5 Q 

4 2 3 4 
1 4 5 9 

2 1 
5 . 2 1 1 

5 

2 2 1 2 
5 6 2 2 1 9 

5 2 

2 3 1 ? 3 
5 6 7 

2 3 1 9 6 
5 2 10 

2 ~ 1 2 3 4 
5 6 ., 8 

2 ~ 1 9 6 
5 2 10 

3 i 1 
5 

() 3 1 1 
5 
9 

3 2 1 2 
5 6 

3 2 1 2 
9 10 <; 6 

9 10 

3 3 1 2 3 3 3 1 2 3 5 6 7 5 6 7 
9 10 11 9 10 11 

3 4 1 2 3 4 3 '• 1 ? .s 
5 6 7 a 5 6 7 

9 10 11 12 
9 10 1 'I 

1.4. PREGLED BIBUOTECKIH FUNKCIJSKIH POTPROGRAMA 
ZA RACVNARPDP-11/40 

2 

3 
7 

,, 
8 

1 2 

U ovom poglavlju dajemo pregled biblioteckih funkcijskih potprograma koji 
se mogu koristiti u svakom programu, navodenjem njihovih irnena. U prilozen~j ta
beli, za tip argumenta i tip rezultata, koriscene su sledece oznake: 
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1 celobrojna velicina (INTEGER) 
R realna velicina obicne tacnosti (REAL) 
D realna velicina dvostruke tacnosti (DOUBLE PRECISION) 
C kompleksna velicina (COMPLEX) 

z = x + iy, Re z = x, Im z = y 

1 x 1 apsolutna vrednost 

[x] cell deo od x 

sgn x znak od x. 

OBLIK 

U FORTRANu u maternatici 

ABS (X) lxl 
lABS (I) I i I 

DABS (X) lx I 
CABS (Z) lzl=vx 2 +y2 

FLOAT (I) 
IFIX (X) 
SNGL (X) 
DBLE(X) 
REAL (Z) Rez =x 
AIMAG (Z) Imz = y 
CMPLX (X,Y) z=z+iy 

AINT (X) [ lx I] sgn x 

TIP OPIS 

arg. rez. 

R R 
I I Apsolutna 

D D vrednost 
c R 

I R 
R I 

D R Konverzija 
R D velicina 
c R 
c R 
R c 

R R 
INT (X) R I Odbacivanje dedmala 
IDINT (X) D I datom broju 

MOD (I,J) i (mod j) I I Modularna 

AMOD (X,Y) x-y [~] R R aritrnetika 
DMOD (X,Y) y D D 

1---·----- --
AMAXO (I,J, ... ) max (i, j, ... ) I R 
AMAXl (X,Y, ... R R Odredivanje 
MAXO (I, J, ... ) I I maksimalnog 
MA.Xl (X,Y, ... ) R I argumenta 
DMAXl (X,Y, ... D D 

- -~ 

AMINO (I,J, ... ) min (i, / , ... ) I R 
AMIN 1 (X,Y, ... ) R R Odreillvanje 
MINO (I,J, ... ) I l rninirnalnog 
MINl (X,Y, .. .) R argument a 
DMINl (X,Y .. . ) D Jl -
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I 
SIGN (X,Y) lylsgnx R R Znak prvog argumen-
ISIGN (I,J) I I ta dodeljuje se modu-
DSIGN (X,Y) D D lu drugqg argumenta 

DIM (X,Y) x-min (x,y) R R Pozitivna 
IDIM(l)) i-min ( i, j) I I razlika 

EXP (X) ex R R 
DEXP (X) D D Eksponencijalna 
CEXP (Z) ez c c funkcija 

ALOG (X) logex R R 
ALOGlO (X) log1 0 x R R Logaritam 
DLOG (X) D D 
DLOGlO (X) D D 
CLOG (Z) loge z c c 

SQRT (X) vx R R 
DSQRT (X) D D Kvadratni koren 
CSQRT (Z) Yz c c 

. 

SIN (X) sin x R R 
DSIN (X) D D 
CSIN (Z) sin z c c Trigonometrijske 
COS(X) cosx R R funkcije 
DCOS (X) D D 
CCOS (Z) cos z c c 

TANH(X) th X R R Hiperbolicki tangens 

ATAN (X) arctg x R R 
DATAN(X) D D Inverzna funkcija od 
ATAN2 (X,Y) X R R tangens 
DATAN2 (X,Y) 

arctg-
D D y 

CONJG (Z) _:::_:-_!_y c c Konjugovani broj 
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2. METODI OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA 

2.1. UVOD 

Algoritamski reSiv problem maze se programirati na vise razlicitih nacina. 
Programi koji ispravno resavaju jedan isti problem· mogu se prema svojim perfor
mansama prilicno razlikovati. Na primer, prema zauzecu memorije i brzini izvrsenja, 
razlike dostizu i odnos 1:50. Novije verzije kompajlera, podrzane medernijim proce
sorima i operativnim sistemima, imaju u sebi ugraaene rutine za izvesnu optimizaci
ju programa. Razume se, logicka optimizacija programa je bila i ostala primarni za
datak koji se resava u dijalogu covek - masina. Optimizacija koja se odnosi na opti
malnu hardversku podrSku programa, odnosno optimalno koriscenje postojece racu
narske konfiguracije, obuhvata: 

1. Tacnost izracunavanja; 
2. Racionalno koriscenje unutrasnje memorije racunara; 
3. Brzinu izvrilenja. 

Naredbe i podaci potrebni za izvrilenje programa smestaju se u unutrasnju
operativnu memoriju. Razlicite operacije nad podacima odvijaju se u komunikaciji 
izmeau memorije i komandnog organa - procesora. Kako je memorija ogranice
nog kapaciteta, u nju realno moze da stane ogranicen broj naredbi i podataka sto 
znaci da je velicina programa ogranicena kapacitetom centralne memorije. Prob
lem racionalnog koriscenja memorije resava se na vise nacina: 

- Izborom optimalne duzine podataka; 
- Viilestrukim koriscenjem istih memorijskil1 prostora i to: 

a) na nivou promenljivih, 
b) na nivou programskih c~lina. 

2.2. TACNOST IZRACUNAVANJA 

u skoro svim numerickim problemima, izlazna informacija, ili kako se cesce 
kaze numericko reilenje, praceno je greSkama ciji izvori mogu biti razliciti. Meau· 
tim, u opstem slucaju, moze se reci da greSka izlazne informacije potice od 

1. greske ulazne informacije; 
2. greSke algoritma, 

i maze se pr~dstaviti sledecirn blok dijagramorn: 

29 



~~~-~-~ 

Gres ka Greska 
ulazne Greska izlazne 
i nformacije alqoritma i nformacije 

U ovom poglavlju ukazacemo samo na neke va.Znije pojmove koji se sre6u pri 
analizi gresaka. 

Priblizan broj x je broj koji zamenjuje tacan broj x u izracunavanjima inez· 
natno se razlikuje od njega. Odgovarajuca greSka * je 

e= x- x. 

Svaki broj x moze se predstaviti u normalizovanom obliku 

(2.1) 

gde je b osnova brojnog sistema, a ai (i = 1 ,2, ... ) cifra brojnog sistema (0 < ai <b). 

J n n+ Broi ± 0. a1a2 ••• a a 
1 

... zvacemo mantisom i oznacavati liax*. Broj k 
zvacemo karakteristikom. Dakle, mozemo pisati 

x=x*bk. 

Naj~esce je u upotrebi binarni ili decimalni brojni sistem, tj. b = 2 ill b = 10. 
Za x se kaze da aproksimira broj x sa m znacajnih cifara al<O je m najve

ci broj cifara mantise, za koji lx*- x* I ne prelazijedinicu m-tog mesta. 
U prakticnim izracunavanjima, primenom elektronskih racunara, prinudeni 

smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva. Naime, svaki realni broj ob
lika (2.1) koji se dobija kao rezultat odreaenih racunskih operadja, zamenjuje se 
pribliznim brojem oblika 

U ovom slucaiu kazemo da imamo mantisu san razreda. 
Proces ~dbacivanja cifara mantise u broju x, pocev od cifre an+ 1 naziva se 

pros to odsecanje. Apsolutna greSka pri ovome je 

/el<bk-n. 

Apsolutna greSka, pri zameni broja x brojem x, moze se smanjiti ako se ko
risti tzv. postupak zaokrugljivanja brojeva. Taj postupak se sastoji u sledecern; 

1° Ako je 

-1 1 
an+1+an+2b + ... <-b 

2 

koristi se prosto odsecanje; 

*) Cesto se ova greska naziva apsolutnom greskom. Medutim, ovo je pogresno ier je apsolutna 
greska leI: lx- x I. · 
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2° Akoje + -1 1 
an+l an+2b + .. . >-b 

2 

cifra an se povecava z.a jedinicu, a cifre a
11 

+ 1 , an +2 , ... se odbacuju; 

3° Ako je . 1 
+ b- 1 --b ail+! aii+2 + ... -

2 

ravnopravno se mogu koristifi pravila 1° i 2°. 

Na racunskim masinama zaokmgljivanje se najcesce izvodi dodavanjem broja 

1 2 bk- II rezultatu x, a zatim se vrsi pros to odsecanje. Ovo znaci da se u neresenom 

slucaju 3° uvek a zamenjuje sa an + 1 (pravilo 20), 
II ~-

NapomenimO da se kod mcnog zaokmgljivanja brojeva u dekadnom sistemu 
(b = I 0) u nere§enom slucaju 3° prepomcuje sledece pravilo: 

. Ako je cifra an paran broj koristiti pravilo 1°, a ako je neparan broj koristiti 
pravllo 2°. 

Na primer, sukcesivno zaokmgljivanje broja 1r = 3.1415926535897932 daje 
red om brojeve: 

3,1415926,35897932 
3,1415926~3589793 
3.14159265358979 
3,141592653511911 
3.1'41592653590 
3.141.592<'>5359 
3.1415926536 
3.141592651. 
3.14159265 
3,1415927 
3.1415'i3 
3.14159 
3,1416 
3.142 
3.14 
3.1 
3. 

Apsolutna greSka kod zaokrugljenog brojaje 

. 1 
I el<-b-II+k 

2 

Detaljnija analiza gresaka moze se naci u [2 ]. 

2.3. RACIONALNO KORISCENJE UNUTRASNJE MEMORIJE RACUNARA 

2 .3 .1. Smestanje podataka 

Najmanja adresibilna jedinica memorije je bajt (byte). To je skup od osam 
osnovnih jedinica memorije - bitova. Dva susedna bajta cine sesnaesto bitnu rec, 
koja se §emats)ci moze prikazati kao na sl. 2.1. 
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SL 2.1 

Memorija se moze posmatrati kao niz adresiranih. bajtova (sl. 2.2), ili niz parova 
bajtova - niz reci (sl. 2.3). 

Ukazimo sada na nacine smestanja podataka u memoriji racunara. 
1. Smestanje INTEGER brojeva. Cell brojevi se smestaju u binarnoj komple

mentarnoj reprezentaciji (videti sl. 2.4) u jednu rec (dva bajta), sto se zahteva pri 
kompilaciji programa zahtevom ,/ON" (ONE WORD = ONE INTEGER). Bez 
zahteva ',ON'", celohojne konstante i promenljive zauzece adresom dve reci, dok 
ce se njihova vrednost smestiti u jednu rec. Celobrojne konstante i promenljive mo
raju da leze u intervalu od- 32768 do+ 32767. 

rec 

rec 

{ 
{ 

_ctonJ i 
gornJ1 
ao nj i 
gornji 
donj_i 
9orn_ji 

donji 
gornJl 
donji 
gornji 

Sl. 2.2 

~ 

000000 
000001 
000002 
000003 
000004 
000005 

177774 

177775 
177776 
177777 

000001 
000003 
000005 

177775 
177777 

Sl. 2.4 

- 16-bi tna rec 

gornji do n.i ;. 
gornji donj i 
gornJl oonJi 

-

go rnJ 1 donji 
9ornj_i do nj i 

Sl. 2.3 

000000 
000002 
000004 

177774 
177776 

2. Smestanje REAL brojeva (obicna tacnost). REAL brojevi se predstavljaju 
u pokretnoj tacki (Floating Point) i smestaju u dve reci-cetiri bajta (sl. 2.5). Kako 
je bit najvece tezine mantise, posle izvrsene normalizacije uvek jednak 1, postize 
se efektivna preciznost od 24 bita ili aproksimativno 7 decimalnih cifara. Ovim se 
postize registrovanje brojeva koji leze priblizno u intervalu od 0.14 · 10-3 s do 1.7 . 
. IQ38. Naravno, ovde je rec samo o brojevima sa najvise 7 znacajnih decimalnih 
cifara. 

32 



znak 

rec fl: [tl eksponent lmant~~~a vi seg ] 

1 5 1 4 7 6 

rec n+2: 

Sl. 2.5 

3. Smestanje REAL brojeva (dvostruka tacnost). Brojevi dvostruke tacnosti 
se smestaju u 4 reci-8 bajta (videti sl. 2.6). Efektivna preciznost je 56 bitova ili 
aproksimativno 16 decimala. Broj po apsolutnoj vrednosti mora da lezi u intervalu 
od 0.14 .IQ-38 do 1.7. IQ38. 

z na k 
rec n: 10-+ I eksponent manti sa viseg I 1 =- red a 

1 ' 1 4 7 6 0 

rec n+2: 

1 5 

rec n+4: 

rec n+6: 

1 5 

Sl. 2.6 

4. Smestanje lwmpleksnih brojeva. Kompleksni broj se predstavlja parom real
nih brojeva datih u obicnoj tacnosti (sl. 2.7). 

znak 

re c B=~l eksponent manti sa , I} n: viseg red a 
1 5 1 4 7 6 realni deo 

rec n+2: 

1 ' znak 

rec n+4: It= I eksponent milntisa 

, I } Viseg reda 
I g i 4 7 6 imaginarni deo 

rec n+6: 

Sl. 2.7 
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S. Smestanje podataka tipa BYTE (Hi LOGICAL* 1). Brojevi se smestaju u je
dan bajt, prema sl. 2.8, i mora da se nalaze u in tervalu od -128 do + 1 27. 

St. 2.8 

6. Smestanje Hollerith-podataka. Tekstovi, alfanumericki znaci (karakteri), 
smestaju se u memoriji po jedan karakter u jedan bajt, s time da pretposlednji bajt 
ostaje prazan u slucaju neparnog broja karaktera. Maksimalan broj karaktera je 255 
(videti sl. 2.9). 

rec 0: 

rec 2: 

n rec -z: 

I 5 0 • 7 

Sl. 2.9 

7. Smesta~e podataka tipa LOGICAL. Logicke promenljive se memorisu u 
jednoj reci i mogu se koristiti u logickim i aritmetickim izrazima. Logicke vred
nosti TRUE i FALSE prikazane su na sl. 2.10. 

True: 

False: 

St. 2.10 

lJ logickoj IF naredbi svaka vrednost razlicita od FALSE tretira se kao TRUE. 
U tabeli 3.1 daje se pregled smestanja predhodno navedenih podataka u me· 

moriji. 

I 
" ---~ 

V rs t a pod atka Duzina podatka[bajt! 

Minima 1 Maksimlstand __ 
T I~ T E G J E R 2 4 4 

f---· 

R E A L(R E A L*l3) 4 8 4 

c 0 M p L E X 8 8 8 
F-----· 

L 0 G I c A L (BYTE) 2 2 2 

Hollerith 2 255 2-255 
'---· ____[ ___ " 

Tabela 3.1 
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2.3.2. Odredivanje duzine podataka 

Za sve podatke koriScene u programu pretpostavlja se standardna duzina. Po
red standardne duzine, postoji i minimalna i maksimalna duzina podataka. U za
visnosti od programskih zalrteva, odreduje se optimalna duzina, s ciljem da se zauz
me minimalni memorijski pr.ostor. 

Tip promenljivih u programu se maze definisati opisnom naredbom za impli
citnu deklaraciju 

IMPLICIT lista, 
gde su elementi liste oblika 

tip*s (niz pocetnih slova), 
s je duzina podataka u bajtovirna koja se odnosi na odgovarajucu vrstu promenljivij:l, 
cija imena pocinju slovima navedenim u nizu. Ako promenljive koje se implicitno 
deklarisu imaju standardnu duzinu, lis ta se pise u obliku: 

tip (niz pocetnih slova). 
Implicitno definisanje tipa promenljivih koje vrsi sam kompajler odgovara 

naredbama: 
IMPLICIT REAL (A-H), (0-Z) 
IMPLICIT INTEGER (I-N) 

Naredba 
IMPLICIT INTEGER (X, Y, Z), REAL* 8 (R, S, T) 

znaci da ce sve promen!jive cija imena pocinju slovima X, Y, Z biti celobrojne i sva
ka ce zauzeti 4 bajta-2 reci (bez speciftkacije ,/ON" pri kompiliranju, sto znaci da 
se jedna celobrojna promenljiva smesta u jednu rec-dva bajta), a promenljive cija 
imena pocinju slovima R, S, T bice realne promenljive dvostruke tacnosti, duzine 
4 reci-8 bajtova. 

Pri implicitnom odreaivanju tipa promenljivih treba obratiti pa:lnju na to da 
ne promenimo tip nekih biblioteckih funkcija (svih osim onih koje daju komplek
san rezultat ili rezultat dvostruke tacnosti). Tako ce funkcija FLOAT u programu: 

IMPLICIT INTEGER (A-Z) 
REAL X 
I= 1 
X= FLOAT (I) 

da generise pogresan rezultat tipa INTEGER i da ga dodeli prornenljivoj X. Ovaj 
program mora da sadrzi i naredbu za eksplicitno definisanje tipa promenljive: 

REAL FLOAT 
Eksplicitno odreaivanje tipa promenljivih za svaku odredenu promenljivu ill 

polje (niz, matrlcu) vrSi se naredbama: 
INTEGER 
INTEGER* 2 (is to kao INTEGER) 
REAL 
REAL* 4 (isto kao REAL) 
DOUBLE PRECISION 
REAL* 8 (isto kao DOUBLE PRECISION) 
COMPLEX 
LOGICAL 
BYTE 
LOGICAL* 1 
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Predhodno data razmatranja mogu se koristiti za optimizaciju duzine podata-
ka. 

2.3.3. Visestruko koriscenje memorijskog prostora na nivou promenljivih 

Visestruko koriscenje memorijskog prostora na nivou promenljivih moze se 
primeniti 

- unutar jednog program a; 
- od strane vise programskih jedinica. 

Opisna naredba za viSestruko koriscenje memorijskog prostora na nivou promenlji
vih unutar jednog programa definise zajednicka polja i ima ublik 

EQUIVALENCE lista, 
gde je lista spisak promenljivih ra~dvojenih zarezima koji zauzimaju isto mesto u 
memoriji ako su iste duzine, iii se preklapaju,ako su razlicitih duzina. Tako, na pri
mer, imamo 

EQUIVALENCE (J J(), (TEZ, DUZ), (A, B, C) 
sto znaci da ce promenljivim J i K biti dodeljeno isto polje u memoriji duzine 2 
bajta, realnim promenljivim TEZ I DUZ isto polje duzine 4 bajta (2 reci), i promen
ljivim A, B, C polje duzine 4 bajta. Bez koriscenja predhodne naredbe za smestanje 
u memoriji bilo bi nam potrebno 24 bajta (J, K, TEZ, DUZ, A, B, C - 2 x 2 + 5 x 4 
= 24 ). Koriscenjem naredbe EQUJV ALENCE potreban memorijski pros tor se svodi 
na 2 + 2 x 4 = 10 bajtova. 

Ako imamo 
DIMENSION A (100), B (100) 
EQUIVALENCE (A, B) 

usteda u memoriji ce biti 400 bajtova. 
Za promenljive razlicitih duzina zajednicko polje odreaeno je promenljivom 

najvece duzine. Na primer, ako imamo 
COMPLEX C1, C2 
REAL*8 A, B, C 
REAL I,J,K 
INTEGER*2KOKA,KOLA 
LOGICAL L4, L3 
EQUIVALENCE (Cl, C2, A, B, C, I, J,K, KOKA, KOLA, L4, L3) 

poUe sa rasporedom promenljivih izgleda kao na sl. 2.11. 
Nizovi se takoae mogu smestati u zajednicka polja sa obicnim promenljivim 

ili sa drugim nizovima. Naredbe 
DIMENSION Y (20) 
EQU IV ALEN CE (Y, X) 

imaju isti efekat kao i naredbe 

DIMENSION Y (20) 
EQUIVALENCE (Y (1), X). 

Raspored promenljivih, definisanih naredbama 

DIMENSION X (7), Y (3), Z (2,2) 
EQUIVALENCE (X (5), Y (3), Z (2,1) 

u zajednickom polju izgleda kao na sl. 2.12. 
U daljem tekstu razmotricemo visestruko koriscenje memorijskog prostora 

na nivou promenljivih od strane vise programskih jedinica. 
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- zajednicko polje -~ 

8 J 7 I 6 I 5 
C1 

4 I 3 I 2 l 1 ( bajt) 

C2 
A 
B 
c 

I 
J 
K 

KOKA 
KOLA 

L4 
L3 

Sl. 2.11 

Polje 
2b J L5 24 l 21 2U 1 )7 1G J 1oq! 907[6o4 u2 1 ( baj t) 

X ( 7) X ( 6) X ( 5) X ( 4) X ( 3) X ( 2) X ( 1) 

y ( 3) y ( 2) y ( 1) 

z ( 2, 2) z ( 1 , 2) z ( 2, 1) z ( 1,1) 

Sl. 2.12 

Dok naredba EQUIVALENCE qmogucuje visestruko koriscenje istih memo
rijskih prostora unutar jednog programa iii potprograma, postoji potreba za vise
strukim koriscenjem istih delova memorije od strane vise programskih jedinica-pro
grama, potprograma iii niza povezanih programa. Naredba za definisanje zajednicke 
zoneje 

COMMON lista, 

gde je lista spisak promenljivih, meau sobom odvojenih zarezima. Ako u programu 
imamo 

COMMON XI, X2, X3, I, J 

a u potprogramu naredbu 

COMMON A, B, C, L, M 

tad ace zajednicki prostor u memoriji biti kao na sl. 2.13. 

J I 
16 1 1 5 14J13 

M L 

program 

-

X3 
12J11 ~ l '1'~,'[, 

c 
.. lllllilil> --potprogram 

Sl.2.13 

I 9 X 1 

I 5 4 I 3 I 2 I 
A 
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Jasno je da naredba COMMON omogucuje ulaz podataka iz programa u potprogram 
i obrnuto, bez njihovog navoclenja kao argumenata potprograma, sto doprinosi, 
zbog direktnog adresiranja, povecanju brzine izvrsenja programa. 

Pored neimenovanih zorya navedenih u COMMON opisu, postoje i imenovanc 
zone, koje sadrze grupu ili blok promenljivih: 

COMMON /R/X, Y / /B, C, D 

Ovde imamo blok-zonu R, koja sadrzi promenljive X, Y i neimenovanu zonu sa 
promenljivim B, C, D. Ova naredba se moze napisati i ovako: 

COMMON B, C, D/R/X, Y 

Ako, na primer, program sadrzi: 

COMMON A, B/R/X, Y, Z 

kao prvu naredbu za zajednicko podrucje, a potprogram sadrzi naredbu: 

COMMON /R/U, V, W / /D, E 

pristup istoj zoni memorije iz programa i potprograma izgledace kao na sl. 2.14. 

program 

potprogram 

Sl. 2.14 

bajt 

Kombinacijom naredbi COMMON i EQUIVALENCE mogu se postici jos vece 
ustede u memorijskom prostoru. Na primer, 

COMMON /R/X, Y, Z 
DIMENSION A (4) 
EQUIVALENCE (A, Y) 

prouzrokovace raspored u memoriji prikazan na sl. 2.15. 

Sl. 2.15 

Medutim, nepazljivo programiranje rnoze dovesti do pogresnih zahteva. Neka 
je, na primer, dato: 
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COMMON /R/X, Y, Z 
DIMENSION A (4) 
EQUIVALENCE (X, A (4)) 



S obzirom da je izvrseno preklapanje prve promenljive bloka R, Xi cetvrtog i:':lana 
niza A ( 4 ), nisu ostavljena mesta za A (l ), A (2) i A (3) (videti sl. 2.16). 

Sl. 2.16 

Da ne bi doslo do pogresnih opisa promenljivih prouzrokovanih nekorektnirn 
redosledom opisanih naredbi, navodimo njihov ispravan redosled. 

I. Eksplicitna deklaracija vrste promenljivih (INTEGER, REAL, DOUBLE 
PRECISION, COMPLEX, LOGICAL, BYTE); 

2. Implicitna deklaracija vrste promenljivih (IMPLICIT); 
3. Navodenje imena potprograma koji se javljaju kao argumenti dmgih pot

programa (EXTERNAL); 
4. Dimenzionisanje polja (DIMENSION), 
5. Definisanje zajednickog mernorijskog prostora za viSe programskih jedini

ca (COMMON); 
6. Definisanje zajednickog memorijskog prostora u jednoj programskoj je

dinici (EQUIVALENCE); 
7. Funkcijske naredbe; 
8. Programska procedura. 

2.3.4 Visestruko koriscenje memorijskog prostora na nivou programskih celina 

Vrlo cesto se desava da i pored optimalnog koriscenja memorije na nivou 
prornenljivih, velicina programa prevazilazi kapac:itet memorije. Taj problem se re· 
sava deobom programa na manje programske jedinice (segmente) i uvoaenjem lilt 
segmenata u memoriju prema potrebi-po pozivu. Preklapanje (OWERLAY) prog
ramskih jedinica vrSi se tek onda kada je prethodna jedinica zavrSila rad i pozvala 
narcdnu. Ovak:va organizacija se zove LOCAL (load-on-call). Na primer, ako se 
program sastoji iz viSe pwgramskih jedinica, sekvencijalna sema programa (sl. 2.17) 
se moze preurediti u razgranatu semu prema sl. 2.18. Razgranata struktura progra-

A 5k 

B 5k 
~--~· 

5ki~ c 5k 

D 10k 

10k I [ 5k 
~~ 

F 5k 
6.-~~~. 

Sl. 2.17 Sl. 2.18 
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ma koja se bazira na preklapanju programskih jediniQa B i C, D, E, F i DiE, F, na
ravno ne u isto vreme, omogucice smestanje programske strukture velicine 45 kW 
(kilo-reci) u memoriji velicine 20 kW. Princip ovakve organizacije (LOCAL
--OWERLAY) je da se u jednom trenutku u memoriji nalaze samo aktivni program
ski delovi, a da se ostali delovi uvode u memoriju samo po potrebi, na poziv opera
tivnog sistema. Uvoaenje potrebnih programskih delova u memoriju moze se vrsiti 
na kraju izvrsene programske jedinice naredbom CALL LOAD (,ime nove program
ske jedinice"), iii automatski, programiranjem seme redosleda uvoaenja program
skih segmenata u memoriju, sto je podrzano operativnim sistemom. Medurezultati 
programa moraju se cuvati u posebnom delu memorije sa kojim se nikada ne vrsi 
preklapanje i koji se zove osnovni deo programske strukture ili koren (ROOT), oz
nacen u semi sa A. 0 uticaju ovakve organizacije smestanja programa u memoriji, 
na brzinu izvrsenja programa, bice r~ci u daljem tekstu. 

2.4. BRZINA IZVRSENJA 

Dve osnovne karakteristike operativne-brze memorije u pogledu brzine su 
vreme pristupa i memorijski ciklus, sto za sistem PDPll/40 iznosi: 

vreme pristupa 360 ns; 
memorijski ciklus 900 ns. 
Za numericki orijentisane probleme od velike su vainosti brzine izvrsavanja 

aritmetickih operacija (FLOATING POINT), koje su date u tabeli 4.1. 

~1 i n Max Srednje 
Operilcija v t'e!Pe vreme vreme 

[ws] [P S] [ p s J 

+ 18.78 34. 18 26. ~ 8 

- 19.08 34 . 18 26.48 

* 29.00 37.50 33.25 

·;. 46.72 55.22 50. 9 7 

Tabela 4.1 

Pri radu sa diskovima (koriscenje virtuelne memorije na disku), vaino je znati 
karakteristike disk jedinice RK05: 

- kapacitet 1.2. 106 reci; 
- vreme pristupa 70 ms; 
- vreme prenosa 11 J1S. 
Sada cemo ukazati na izvesne nacine za povecanje brzine izvrsenja programa. 
Pri nepailjivom pisanju programa pojedine aritmeticke operacije mogu se 

nepotrebno ponavljati, sto povecava vreme izvrsenja. Na primer, umesto 

40 

Ql =A +X* Y 
Q2 =B +Y *X 
Q3 =X* Y + C 



treba pisati 

T=X*Y 
Q1 =A+ T 
Q2 = B + T 
Q3 = T + C 

Urnes to 

DO 10 I= 1,100 
10 S = 2.0*Q*A (I)+ S 

treba pisati 

P=2.0*Q 
DO 10 I= 1,100 

10 S = P * A (I) + S 

gde izvlacenjem izraza 2.0* Q ispred petlje eliminiSemo 99 operacija mnozenja. 

Zamenom jedne aritmeticke IF naredbe oblika 

IF (X- 3.141592) 10, 20, 10 

10 CONTINUE 

naredbom 

IF (X.EQ.3.141592) GO TO 20 
10 CONTINUE 

stedimo ViSe operacija testiranja i grananja. 
Svi podaci u memoriji racunara su adresirani da bi mogli da budu pronaaeni 

i da bi mogli da budu podvrgnuti zeljenim operacijama. Postoje dva osnovna nacina 
adresiranja podataka u mernoriji: 

a) direktno adresiranje 
b) indirektno adresiranje. 

Ove dve vrste adresiranja imaju viile razlicitih podvrsti o kojima nece biti reci. Pri
stup direktno adresiranim podacima je brzi pa iako je programeru u FORTRANu 
teze da podesi nacin adresiranj a ima primera gde se to moze postici: 

Primer 2.4.1. Ako imamo potprogram tip a SUBROUTINE iii FUNCTION, adresi
ranje parametara potprograrna je indirektno pa je prenosenje argumenata iz progra
ma u potprogram i obrnuto sporije. Brzina izvrilenja se moze povecati ako se umesto 
programa i potprograma oblika 

Potprogram: 

SUBROUTINE PRIMER (A,B,C,D) 

A= ... 
B= ... 

C= ... 

RETURN 
END 

Program 

CALL PRIMER (X,Y,Z,T) 

END 
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napifu program i potprogram u obliku: 

SUBROUTINE PRIMER 
COMMON A,B,C,D 
A= ... 
B= .. . 
C= .. . 

RETURN 
END 

COMMON X,Y ,Z,T 

CALL PRIMER 

END 

Kada radimo sa poljima vecih dimenzija od 11 usled toga sto racunar radi 
samo sa jednodimenzionalnim nizovima (vektorima), interne preracunavanje adre
sa dovodi do velikih gubitaka u vremenu. Zato se preporucuje rad sa jednodimen
zionalnim nizovima umesto visedimenzionalnih (matrica). 

Na kraju, ukuzimo kako segrnetacija programa utice na brzinu izvr8enja prog
rama. 

Kada se, usled velicine programa, vrsi njegova podela na segniente koji se po 
pozivu (load-on--call) uvode u iste blokove interne memorije, dolazi do velikih 
gubitaka vremena. Jasno je da se preporucuje stvaranje sto vecih rutina za prekri
vanje, jer se tako broj uvoaenja u memoriju smanjuje, a time i gubici u vremenu. 
Tehnikom prekrivanja (OWERLAY), omogucuje se rad vecih programa na racun 
vremena izvdienja, sto se vidi sa slike 2. I 9 . 

.----'"'"T-__._. em e 

A 

B 

c 

D 

E 

F ctJLbLE[b 

Sl. 2.19 
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3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA 

U ovoj glavi dacemo veci broj kompletno re8enih problema, koji imaju za cilj 
savladavanje osnovnih principa programiranja, kao i postepeno uvoaenje citaoca 
u slozenije numericke procese. 

3.1. Sastaviti blok semu algoritma i napisati program za izracunavanje sume 

n 
S = !: X. 

i=l I 

gdeje 

l
a~+b~+c~ 

1 I 1 

x.= '1. + 2b.c. 
I I I I 

a.+ b.- c. 
I I I 

(ai + bi >c), 
(a. +b.= c.), 

1 I I 
(a.+ b.< c.). 

I I I 

Trojke ulaznih podataka a i' b i' ci (i = 1, ... , n) su zadate na karticama, tako 
da je na svakoj kartici po jedna, u formatu 3F8.2. Broj n je odreden brojem kartica 
sa podacima. Kraj podataka je oznacen praznom karticom. 

Izlazni rezultat stampati u obliku: 

ZBIR XXXX SABIRAKA IZNOSI: 

S=±X.XXXXXXXXE±XX 

Resenje: Blok sema algoritma po kojoj je napisan program data je na sl. 3 .1. 
Kao kriterijum za zavrsetak algoritma iskoriscen je uslov D =a~ + b': + c~ = 0. Od-

1 I I 
reoivanje vrednosti za x. vr8i se testiranjem znaka aritmetickog izraza -.J; = a.+b.-c .. 

1 1 I I 
Primetimo da je algoritam tako organizovan da se sukcesivno obraauju trojke ulaz-
nih podataka, 'tako da voaenje racuna 0 indeksu i nlje potrebno. 

Program ima sledeci oblik: 

C IZRACUNAVANJE SU~E 8 
N"'O 
$0!0,, 

6 AEA0(8,10)&,B,C 
10 FQRMAT(3F8.2) 

0"' A~•ll+I'I*B+C i+C 
IFCD.EQ.O.)GO TO 4 
N"'N+1 
IF(tHB~C)1 ,2,3 
X:~~A+I'\'wC 
GO TO 5 
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2 X:At2.*B*C 
GO Tn ·S 

3 )(:0 
5 S:StX 

GO TO 6 
4 WRITE(5,20)N,S 

2·0 FORMAT(I9X, 1 ZBIR ', I4,' SAB1RAKA IZNOSI 1 II 
19X,'S: 1 ,E15.8 II) 

CALL EXIT 
I".ND 

Za odreaeni skup ulaznih podataka, pomocu ovog programa, dobijen je izlaz
ni rezultat 

ZRIR 5 SABIRAKA IZNOSI 

s= o.460oooooEt02 

Sl. 3.1 

3.2. Prema blok semi algoritma iz primera 1.4 (poglavlje 1.1) napisati program za 
izracunavanje vrednosti polinoma F (x). U programu predvideti mogucnost da se 
vredno&t polinoma moze izracunati za vise vrednosti argumenta x. 

Program testirati na polinomu 

F(x) = 1.5 + 2.5x + 3.5x2
- 3.25x3 -1.55x4 + 2.123x5

- 5.22x6
, 

uzimajuci za x redom 1., 1.5, -- 1., 0.53, -0.55, 1.02. 
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Resenje: Program tizlazna usta imaju oblik: 

DIMENSION A(10) 
Rf"'AD(8,5l N 

5 FORMATCI2l 
1111=111+1 
READ(8,10l CA(I),t:1,N1) 

10 FORMAT(8F10,0) 
I~PlTfC5,40) 

40 FORMATf5X, 1 IZRACUNAVQIIIJE VREflNOSTI POLIIIIOMA' 
1' PO ~ORN~ROVOJ SEMI'//) 

15 AEAD(8,10,END=30l M 
N=N1m1 
F:::II(N+1) 

20 IF(N,EQ.OJ GO TO 25 
F:F~X+II(N) 

N:N•i 
GO TO 20 

25 WRITE(5,35l M,F 
35 FORMATC16X, 9 X::: 1 ,F~,2,5X, 1 F()()::: 1 F10,6) 

GO TO 1 5 
30 CALL f:"XIT 

Ef\I.D 

IZRACUNA'VANJF. VREDNOSTI POL! NOMA PO HORNEROVOJ 

)(::: 1.00 F(X l= ~0,397000 

)(::: 1. 50 F(X)::: ~49,0211160 

X::: w1 0 00 F(X): •3,143000 
)(::: o.53 FCXl= 3.17501!2 
X= .. 0.55 F(X): 1.331294 
)(::: 1.02 F(X)::: •1.0305611 

SEMI 

3.3. Prema algoritmu iz primera 1.6 (poglavlje 1.1) napisati program za izracunava
nje i tabeliranje funkcije f (x) = sh x za x = 0.1(0.1)0.8. Funkcijskim naredbama 
definisati u i ¢ (n, x). 

0 

Resenje: Program i izlazna lista imaju oblik: 

f)!MENSION F(8) 
UOCX)=X 
FJ(N,X):X•X/FLOAT(C2•N+1)•2•Nl 
DO 10 1:::1,8 
X:::0.111FLOAT.Cll 
U:::UO(X) 
S::O. 
N:1 

s s·:::stu 
U:::FI(N,X)•U 
N:::N+1 
IF(ABS(U).GT.1.E•6) GO TO 5 

10 F(Il::S 
WRITE(5,15) (I,F(l),I:1,8l 

15 F0R"'1AT(5X, 1 TABEU VREDNOSTI FIINKCLJF. SH(X)'I// 
114l<','X 1 ,6X,'SH(X) 1 //(13X,'0. 1 ,I1,F12.6l) 

CALL EXIT 
E'ND 
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TABELA V~EDNOSTI FUNKCIJE SH(X) 

X SH (X J 

0,1 0.1001.1'.7 
0.2 0,201336 
o.3 0.304520 
0,4 0.410752 
0.5 0,521095 
0,6 0.636654 
0,7 0.75851l4 
0.8 -0,888106 

3 .4. Pre rna algoritmu iz prim era L 11 (poglavlje 1.1) napisati program za odrediva
nje svih prostih brojeva manjih od 1000. 

Reoonje: Program za odredivanje prostfh brojeva zakljucno do 999 i njihovo 
prebrojavanje ima oblik: 

C PROGRAM 71\ ODREDJIVANJE PROSTIH 8ROJEVI 
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f)J~iPIST.ON U500) 
~11·1::999 

L ('I l ::·t 
lf2 )::2 
L(3) "3 
~1:3 

no 1'> r::s,~IN,<' 
1<::3 

5 IF(L(K)•I/LIK·1l)1,1,? 
2 ~~:::~1+1 

LfN):.I 
c::n TO 15 

1 ,I :I I L ( K ) 
M:T-Jl>L (I<) 
Tf'("\)15,15,4 

4 i<.,K +1 
r;n To 5 

15 CONTINUE 
WRITE(5,~8)N,(L(J),I::1,Nl 

28 FORMAT(1H1,20X, 1 TA~ELA PRVIH' 15o' PROSTIH RROJEVA'/1 (6111)) 
FND 

TA8ELA PRVIH 169 PROSTIH BROJEVA 

1 2 3 5 7 11 
13 17 19 23 29 31 
37 41 43 47 53 59 
61 67 71 7'1 79 83 
89 97 1 01 103 107 109 

113 127 131 n7 139 149 
1 51 157 16~ 167 173 179 
1 tl1 191 193 197 199 211 
223 227 229 233 239 241 
251 257 263 269 27'1 277 
2t<1 283 293 307 311 3n 



31'1' 331 337 347 )49 353 
359 367 373 379 383 31!9 
397 401 409 419 1.21 431 
433 439 443 449 4'57 4 61 
41\3 467 479 ld~ 7 491 499 
50 3 509 'i?.1 ~ ;:n; 5<>1 547 
~57 56.~ ~09 G71 'i77 'lfl7 
593 599 601 607 613 617' 
619 631 641 64~ 647 AB 
659 661 1'>73 677 6113 ,<.91 
7.01 709 7'19 727 n1 7'19 
743 751 757 7<'>1 769 773 
787 797 11()9 '111 821 fln 
827 829 R39 1!53 8'5l 145"> 
13fl3 1377 gqj >li1) J587 <'Hl7 

911 919 9(!9 <:>H 941 947 
953 91>7 971 977 983 991 
9<>7 

Nacrtati blok semu algoritma i napisati program za izracunavanje rastojanja i 
ugla, ako su koordinate tacaka A (x 1, y d i B (x 2, y 2 ) u drzavnom 

koordinatnom sistemu date na po jednoj kartic.i u formatu 4F8.3. 
Kada u citacu nema vise kartica zavrslti program. 

Racunati po formulama: 

t::,y 

j 
arctg 7S:X 

fov 
1f + arctg -·

fox 
!::,v 

¢ = 12n+ arctg 6 ~ 

n/2 

l3n/2 

(6x>0,6y~O), 

(6x <O), 

(6x>0,6y<O), 

(6x = 0, 0), 

(!::,X= 0, /::,y < 0). 

S!ucaj 6x = 6 y = 0 ne razmatrati. Slucaj /6x 1 < 1 0" 6 tretirati kao 6 x = 0. 
Ugao dobijen u radli!fl~ pretvoriti u stepene, minute i sekunde. 

Rezultate stampati u obliku: 

Xl/Yl 

xxx:x.xxx 

X XXX .XXX 

X2/Y2 

xxxx.xxx 

xxxx.xxx 

R 

XXX XX. XXX 

STEP MIN SEC 

XXX XX XX 

Resenje: Prema blok semi sa sl. 3.2 sastavljenje sledeci program: 
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c~========================================================== 
C 1 ZRACIJ~IAVANJE RASTOJANJA I DIREKCI!l~IOG IJGLA 
C:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

PT::3.14159;>65 
C STAMPANJE ZAGLAVLJA 

WRITE(5,20) 
t! o r-·nR'-1 AT c 1 H1//3 x, • x 11 v 1 1 , 5 x, • x 21 v 2 • , il ll, • ~ 1 , ., x, 

1 1 STEP MPJ SEC'/) 
C UCTTAVANJE MflORDINATA 
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7 REID(M,10,END:99)X1,V1,X?,Y2 
10 Ff1RMAT(4Fil.3) 

I)X::X2eX1 
nv::ve>~Y1 

R::SQRTIDX•DXtDY•DYl 
TF(A8S(DXl.LT.1.E·6lGO TO 1 
IF(DX.LT.O)GO TO 2 
IF(DY.LT.O.JGO TO 3 · 
Fto:O. 
Gn TO 4 

2 FT::PI 
r,n TO 4 

:~ FI=2.;~PI 
4 Ft::FitATAN(DY/DX) 

Gn TO 5 
tF(DY,LT,O.)GO TO 6 
FI::::PJ/2, 
r,n rn 5 

6 FI=3.*Pl/2, 
5 STEP::FI*1~0.1P! 

TSTEP:::STEP 
AMJN::::(S1EP•ISTEPJ•60. 
t~ t ~1: AM IN 
~FC::::(AMIN·MIN)*60, 

ISEf:o:SEC 
WRITE(5,30) X1,X~,Y1,Y2,~,1STE~,MIN,ISEC 

30 FnAMATC1X,~~.3,2X,F8.3/1X,FA.3,2X,FR,3,2X, 
1 F Q, '11,, 2 X, I-3, 2 X, I~,;> X, I 2/) 

Gr'J TO 7 
99 CALL EXTT 

Et,lfl 

Primenom ovog program a dobijeni su sledeci rezultati: 

X1./Y1 X?/Y2 R STEP MIN SFC 

1.500 :>;,000 
1.noo 3.000 2,500 53 7 4-R 

~.5.000 ?.ooo 
2.000 5.000 5,831 30 57 49 

~2.000 •!I.IJOO 
1.500 6.500 7,1l10 140 11 39 

-3.000 -11.000 
~s.ooo •24.000 20,616 247 9 51'1 

2.000 7. 770 
-3.000 ,.A.880 8.238 314 n 32 



Dy:=yz-.v1 

R: ='Vox2+oy2 

Dy 
<Jl:=<l> + arctgDx 

Pretvaranje ugla 
datog u radijanima 
u step. ,min, sek. 

da 

( Kraj ) 

Sl. 3.2 
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3.6. Nacrtati blok semu algoritma i napisati program za izracunavanje vrednosti 
funkcije definisane pomocu 

I vo.3 ~y+ __ I
v2~y 

z=10~ 
vi + y + y 2 ~ vl - y + y 2 

(y < 0.1), 

(y=O.l), 

(y>O.I), 

. Jix2 -3x+2.12i 
gde Je y = 1· 

X+ I 

Vrednosti za x su date na po jednoj'kartici u formatu F8.3. 

Reilenje: Blok sema algoritma je data ria sl. 3.3. 

Sl. 3.3 
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c=========================================================== 
c ~~~ACUNAVANJE VREDNDSTI FUNKCIJE 7 
C::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

F(X}:SQRTCARS((X*Xm3.*Xt2.12)/(X+1.))) 
v!lliTEC5,10) 

1 o FoRMAT c 1 H111 ~~x, • x •, 14 x, • v 1 , 14 x, 1 z 1 n 
5 REA0(8,20,EN0:55)X 

20 FOR111AT(F8,3) 
Y:F 00 
rnv~o.1J1,2d 
Z:SQRT(0.3mY)+1./SQRT(2.mY) 
r,o TO 4 

2 z:o 
GO TO 4 

3 z:SQRT(1.+Y+Y*V)aSQRf(1mY+Y*Y) 
4 WRITE(5,30)X,y,z 

30 FORMATI6X,3(1X,E14,7)) 
GO TO "i 

55 cALL EXIT 
END 

Prime nom programa, koji je napisan prema prethodnom algoritmu, na odreae
ni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeci rezultati: 

\ 

0.8300000E+01 
-0.2300000F+01 
o.2~0ooOOEtO:? 
l'l,1300000Et02 
o.142oooor:+02 

o.;>226f,71F+01 
o. 33177134E+01 
o.4Ml8187E+01 
0.3071903E+01 
o. 32561M!E+01 

z 

0,929<'11>31':+00 
0.96691111F+00 
0.9821\0?6E+OO 
0.961'59671:+()0 
0,91,5686131':+0() 

3.7: Napisati program za tabeliranje vrednosti funkcije 

Y == f(f(j(x))) 

zax=O.l (0.1)0.9. 

(f(x) = 2x2 + _1_) 
1-x 

Re8enje: Program i izlazna lista imaju sledeci oblik: 

(:~==============~======================~================~== 
C IlRACUNAVANJE VREO~OSTl FUNKCJJE V 
C::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

F(X):2.*X*X t 1,/(1.~X) 

i1RITE (5, 1) 
FrJRMAT(1H1/11X, 1 X 1 ,11X, 1 Y 1 I 
nn 10 !=1.9 
X:0,1*l 
V:F 00 
V:F(Y) 
V:F'!Yl 
t~RITEC5,;nx,v 

2 F.nRMATC10X,F3.1,4X,E14.7) 
10 CONTINUE 

CAlL EXIT 
F.IIID 
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)( v 

o.1 o.5154n11E+n2 
o.2 o.2545556E+01 
0.3 0.2455243E+02 
0.4 0.9450357E+02 
o.s o.2799632E+03 
0.6 o.8230203E+03 
o.7 o.2724354E+04 
o.A n.123R341Et05 
0.9 0.1457512Et06 

3.~,. Napisati program za tabeliranje vrednosti 

a+ bx +.c.x 2 (a= -1), 

(a= 0), 

(a= 1), 

(a= 2), 

y = va +bx 

aloge lXI 

(a= 3) 

ako su vrednosti za a, b, c, x date na karticama u formatu (I2,3F8.2). 

Kada u citacu nema vise kartica sa podacima zavrsiti program. Za vrednosti a 
izvan predvidenog opsega stampati poruku IZV AN OPSEGA. 
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Reoonje. 

C::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
C IZNA(UNAVAMJE VREDNOSTI Y 
C====•============•=====•===========••••=•••=•=•======•=•••• 

.INTEGER A 
C STAMPANJE "ZAGLAVLJ• 

:vR I H ( 5, 4 0) 
40 Ff1Riv\AT(1H1/~X, 1 A 1 ,6X,'fl 1 ,RX,'C',RX, 1 X',10X, 1 Y 1 / 

C UCITAVANJE POOATGKA 
1 AFAD(M,10,END:13)A,B,C,X 

10 FnAMATII2,3F8.2) 
IF(A.GT.3)GO TO 2 
JF(A,LT,•1JGO TO 2 
T:A+2 
Gn T0(3,4,5,6,7),I 

:'1 Y=AtBlfXtC~tX~tX 

Gn TO 8 
4 Y=<X•SIN(X))**2 

GO TO l'l 
5 Y::SQRT(A+B*X) 

r;n TO 8 
6 Y:A#ALOG(ARS(~)) 

GO TO £<. 

7 Y:A~tX*#4/4tR~tX#X/2 



g wRtrfrs,zoJA,s,c,x,v 
20 FOR~ATC2X,J2,3(1~,FA.2),1X,E1~.6l 

GO TO 1 
2 I~ RITE ( 5 ' 3 0) A 

30 FORMAT(2X,I2u5X, 1 IZV4N OPSF.GAI) 
GO TO 1 

13 CALL EXIT 
END 

Za odredeni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeci rezultati: 

A B c X y 

-1 1.00 ?.00 3.00 0.200000E+02 
0 1.00 2.00 3.00 0.1792341'"+00 
1 1.00 2.00 3.00 o.2oooooF.+n1 
4 IZVAN OPSEGA 
2 1.00 2.00 3.00 0.219722£'+!11 
3 1.00 2.00 3 .• 00 o.652500E+M 

.~;:9!. u pravouglom koordinatnom sistemu zadate su tri kruznice, cije su jednacine 

tedom Y 

1 6 

x2 + y2 = 1, 

(x - 1 )2 + y2 = 1 , 
X 

(x + 1)2 + y2 = 1. 
1 6 

Sl. 3.4 

Ove kruznice dele ravan na sedam oblasti prema sl. 3.4. 
Napisati potprogram tipa SUBROUTINE koji ce odredivati oblast u kojoj le

ze tacke sa koordinatama (x, y ). 
u glavnom programu ucitavati koordinate proizvoljnog broja tacaka :z:adatih 

na po jednoj kartici u formatu 2F7.3 .. 

Reoonje: Program i potprogram imaju oblik; 

c========~=======================~========================== 
C ODREDJIVAN,JF.' OAL4STI IJ KOORDINATNOM STSTE"'U 
c::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

WRITE(5,10) 
10 FI1RMAT(1H1//10X, 1 R.BR. 1 ,6X, 1 X1 ,9X,'V',5X, 1 0BLAST 1 / 

I:O 
11 RFA0(~,20,F.~D=77)X,V 

?0 FnRMITC?F7,3) 
t:I+1 
CALL OBLAST(X,Y,J) 
~RITF(5,30)1,X,Y,J 

30 FORMAT(10X,I2,5X,F7.3,3X,F7,3;4X,I1) 
r,n TO 11 

77 CALL EXIT 
END 

53 



U potprogramu OBLAST tacki sa koordinatania xi y dodeljuje se kod .J, sa 
vrednostima od 1 do 7, zavisno od polozaja tacke u koordinatnoj ravni. 

2 

4 

1567 

6 

5 

Testiranje program a dalo je sledece rezultate: 

SIJ8ROL'TINI' OBLAST(X,Y,Jl R.FlR. X y OR LAST 
A:Xo~~XtY!fY 

R::: ( X~1.) ·H2t Y!fY 1 o.ooo 0,';()0 ~ 
C:::()i+1.) lllfi'tYIIV 2 0.750 1.000 f:, 
IFCA.GT .1. )GO TO 156 7 3 1,500 o.soo 5 
IFCB.LE.L)GO TO 4 4 00 1,500 0.?50 1 
IF(C.LE.1.)GO Tfl 2 5 m1,000 ·0.500 1 
J:::3 6 1.001\ 3,1)00 6 
RETURN 7 •1.000 .. :;.oon 7 
J:2 8 .. 1.000 2.000 7 
RETURN .9 1.000 ·1.~00 6 
J:::4 
RETURN 
IF(B.LE.1.)GO TO 5 
IFCC.LE.1.)GO TO 1 
JFCX.GE,O.)GO TO 6 
J-:7 
RETURN 
J:6 
RETURN 
1:5 
RETUI-IN 
J:1 
RETURN 
F. NO 

Sastaviti program za izracunavanje koeficijenta korelacije slucajnih velicina 
, ... , xn) i Y=(y 1 , •.. ,yn) po formuli 

n n n 
n ( ~ x.y.) -( ~ x.)( ~ y.) 

i= 1 1 I i~ 1 I· i~ 1 I 

r= --~~n~====~n~====~n~==~n~~ 
(n ~ x~ --( .~ xY·)(n .~ y. 2

- (1: YY) 
I~ 1 I t= 1 I 1~ l I 1= 1 I 

Ulazni podaci su rasporeaeni na sledcci na6in: Na prvoj kartici n u formatu 
12, ana ostalim karticama x 1 , .. • , x ;y , ... , y u formatu 8F 10.3. 

n 1 n 
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ReS<:nje: Program za izra6unavanje koeficijenta korelacije ima oblik: 

C PROGRAM ZA IZRICUNAVANJE KOEFJCIJENTI KORELACIJE 

DIMENSION X(100),Y(100) 
READC8,10) N 

10 FORMAT(l2) 
REID(8.111 (X[I),I:1,N),(Y(I),J:1,N) 

11 FORM~T(8f10,3) 

sx:o. 
SY=O, 
SX2:::0. 



SY2=0. 
SXY:n. 
nn 15 J:::1,N 
SX:::SX+X( J) 

SY=SY+Y (I l 
SX2:SX2+X(l)#X(Il 
SY2:::SY2+Y(J)#V(IJ 

15 SXY:::SXY+II(Il*Y(I) 
A:.N 
R:::(A*SXY-SX#SYl/SQRT((A#SX2-SX#SX)#(A#SY2• 

1 SY#SY)) 
WRITE(5,20J R 

20 FOR~AT(1~1, 1 KOEFICIJENT KOAELACJJE JE 1 ,F9.5) 
(:ALL U<IT 
FND 

1. Neka su date vrednosti xi (i = 1, ... , 100) na deset kartica u formatu 10F8.3 
Sastaviti program za izracunavanje vrednosti 

gde je 

I 
n-1 

k = 10 

t 100-n 

(n = 1, ... , 1 00), 

ako je 1 ~ n ~ 11, 

ako je 11 < n < 90, 

ako je 90 ~ n ~ I 00. 

Rezultat stampati prema sledecoj listi: 

xxxx.xxx xxxx.xxx 
VREDNOSTI X 

xxxx.xxx xxxx.xxx xxxx.xxx 

VREDNOSTI Y 

±X.XXXE±XX ±X.XXXE:tXX ±X.XXXE±XX ±X.XXXE±XX :;DX.XXXE±XX 

' Resenje: 

(::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::.:.::::::.::::::::::::::::::::::::::.:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

C J7HACUNAV.NJE VFLICI~E YN 
c::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

nrMENSION W£100),'((100) 
REA0(8,10)X 

10 Fl"l"IMAT(10F><,~) 

['r) 11 fl/:1,100 
!F(N.LE.11)GO TO 1 
TF(N.GF.90)GO Tn ? 
K"'10 
r;n r o 3 
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K::::JII-1 
Gf1 TO 3 

2 1<::::100-tv 
3 I:O 

~=0 
4 S:::: S t ( )i (I"+ I)-);( ( N- J) ) i<* 2 

IF(I,GE.K)GO TO 5 
I::::It1 
r.n TO 4 

5 Y(N)::::SQRTIS/(K+1.)/(Kt21) 
11 CONTINUE 

WR!Tf(<;,20)ll 
WRITf(5,30)V 

20 FOFIMAT(1H1/15X, 1 V R E 0 N n S T 
30 FORMAT(1H0/15X, 1 V R E 0 N 0 S T 

CALL E.liiT 
FND 

X 1 /./(2X,5(Fg,J,~X)ll 

Y 1 //(2X,~(F~.~.2Xl)) 

3.12. Sastaviti program za izracunavanje vrednosti 

{ 

~ ¢ (xy) + k¢ (xjy) 2 

k=o 1 + k 
F(x, y) = 

1 
21oge (1 +(xjy)2

) 

(x2 + y = 0), 

gde je rj> (u) = JTl + u3
1 • 

Za sve kombinacije ulaznih podataka xi (i = 1, ... , n) i yi (i = 1, ... , m) 
izracunati F (xi' Yi). 
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R.e8enje: Program ima sledeci oblik: 

c========================================================= 
C IZRACUNAVANJE VREONnSTI F 
(::::::::::::::::::::::::::::================================================== 
c 

flJ'1E.r1SION )1(1()0),Y(10il) 
FT (U)::::SQRT (At'l8(1,+1Ju~)) 
Rf AD ( 8, 5) ~~, M 

'i FnR''Ai(2T2l 
REID!M,10) (X(IJ,I=1,~J,(YII),J::::1,M) 

10 FnRMAT(10F~.3) 
•II'<IH (5,201 

2 o F n R"' fl r 1 1 H 1 12 2 x , • T A '! ~: L A v R E n ~' •J s r r 1 1 ; 
11 Q X, I X I ' 1 2 )( ' I y I • 1 {,X' IF (X' y) I I) 

on 11 I=1.~· 
DO 11 J:1,t-1 
TF(X(Il**2+Y(Jll1,2,1 
F~0.5•ALOG(1,+(X(I)/Y(Jll••21 
r,n TO 17 

2 F:O. 



h:::~·y CX (I) ,y (,1)) 
~:::FI()((l)/\'(J)) 

~"A*R 
on -~3 L:::1,1!< 
K::::L=1 
F=F+(A+K~~)/(1,+K*Kl 

33 r,nNTINIJE' 
17 ~RITF(5,30)X(Il,Y(Jl,F 

30 FORMAT(15X,FR.2,5X,FR.2,0X,f13.~) 
11 C<1NTJtvUE 

CALL fX IT 
F~lt) 

Za odredeni skup ulaznih podataka (n = 3, Ill= 5) dobijena je slede6a tabela: 

T A ~ f' L 4 v R E f) N () s T t 

)( y F (X, Y) 

1.00 1.00 n.~46'574E+OO 

1. 00 -1,00 0. OO(JOOOE+OO 
1,00 2,00 o.111'l7?E+OO 
1.00 -2.00 o.111572E+OO 
1.on -4.00 0.303123F.-01 
2.oo 1.00 n,R04710E+OO 
2.00 -1.00 O. A047HE+OI) 
2.00 2,00 o.34fl'574f+OO 
?..00 -2.00 o. H6'574E+I'l0 
z.oo -4.00 0.481l770E+IJ2 
3.00 1 • 00 fl .115.1 ~9Et01 
3.00 -1.00 n.115129Et01 
3.00 2.00 n.s893f.!RE+<1n 
3.00 -2.()0 o.5il932AE+OO 
3.oo -4.110 0.::>23144E+00 

30 
3.13. Napisati program za izracunavanje sume S = l: (a.- bl, gde sua. i b. dati 

i= 1 I I I I pomo6u 

ai = f i (i neparno) 

l i/2 (i parno) 
b.= 

I 

(i neparno ), 

(iparno). 

Resenje: Program i izlazna lista, u ovom slu6aju, imaju ohlik: 

c~~========,====~~======================· 
C:::""'"'"'"'""::::::::,:::::::::::::::::=:::::::::::::::::,:::::::: 
C===============::::::::::,,=,=============== 

s:o. 
C S1bMPANJF NASLOVA 

WR1TE:(5,10) 
10 FORMAT(1H1// "1X, 1 I 1 ,7Xr 1 A(l) 1 , 

14X, 1 B(Il 1 I) 

00 1"1 1::::1,30 
C ISPITIVANJE PARNnSTI 

IF(I/2*2.~Q.I)GO T~ 2 
A:I 
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fl::I*I 
r,o TO 3 

;> A::::FLOilT(T)/2. 
R:dl><~3 

C STA~PANJE I,A,R 
3 ~RITE(5,20)I,A,A 

20 FORMAT(i0X,I2,7X,F4,1,1X,F7,1), 
c SU\.1JI'IA~1 JF 

S::St(A®R)<~<~2 

11 r:ONTTGJUE 
C STAMPANJE VRff!NOSTT SIJME 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
& 
9 

10 
1'1 
12 
1.3 
14 
1 5 
16 
17 
Hl 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

s 

!•JR ITE ( 5.30 l S 
31'l F(lflMAT('H<0,1())(, 1 S:: ',E14,7) 

CALL EX IT 
FNfl 

A (l) H(I) 

1 • 0 1 • 0 
1 • 0 11,0 
3.0 9.0 
2.0 64.0 
5,0 25.0 
3.0 216.0 
7.0 49,0 
4.0 51?.0 
9.0 81.0 
s.o 1000.0 

11 • 0 121.0 
6.0 172il, 0 

13 .o 169.0 
7,0 2744 .o 

.1 5. 0 225.0 
"l.O 4096.0 

17 .o 289,0 
9.0 51B2,0 

19.0 361 • () 
10.0 8000.0 
21 • 0 441.0 
11 • 0 10f>4R.O 
23.0 529.0 
12.0 13fl24o0 
25.0 625.0 
13,0 17576.0 
27 .o 729.0 
14.0 21952.0 
29.0 841.0 
15,0 27000,0 

"' o.1950279E+10 

3 

3.14. Napisati program za izracunavanje vrednosti w = v'Z za z = 0.5 (0.5) 15.0, 
primenom iterativne formule 

] 
w = w + -.__ 

n+l n 3 (n = 0, 1, .. . ). 
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Pocetnu vrednost w 
0 

odreuiti po formuli 

w = l z/3 
0 z 

(z ~ 1), 

(z < 1). 

Kada je zadovoljen uslov I w n+ 1 - w n 1 < 10"5 iterativni proces prekinuti i 
za rezultat uzeti w n+ 1 . 

Resenje: Program i deo izlazne liste imaju sledeci oblik: 

C:::::~::~:::::::::::====~~===~==~~=~~=~=~~~==~==~=~~~~~~~~~ 

C JZRACUNAVANJF Z••(1.1].) 
(::=====~=================================================== 
c 

I~R I TE ( 5' 10' 
10 FORMAT(1H1//9X, 'IZAACUNAVA~JE KURNOG KORENA 1 //1~X, 1 Z 1 u 

•. ,,x,·~'''l on 11 I=5,1So,o; 
7:0,1+11 
tFCZ.GE.1l GO TO 2 
wo:z 
Go TO 3 

2 wn=zn. 
3 W1:W0+1,/3.•(Z/Wn••2~WQ) 

IF(A88(W1•WO).LE.1.E•5) GO TO 4 
lvn:\~1 

r.o T·O 3 
4 WAITE(5,20) z,w1 

20 FORMAT(14X,F4.1,AX,F9.6) 
11 CONTINUE 

CALL EXIT 
EI~O 

IZRACUNAVIINJE KU8NOG KOREN A 

z w 

o.s 0.793701 
1 • 0 1.oooooo 
L'i 1.144714 
2.0 1.259921 
2.5 1.3'57<'09 
3.0 1.4422';0 
3o5 1.5'111294 

'·" 1,587401 
4.5 1.650964 
5,0 1.709976 
5.5 1. 765174 
6.0 1.817121 
6.5 1.866256 
7.0 •1. 912931 

.5 1.9'57434 
8.0 '-!.000000 
8.5 ?.040828 
9.0 2.0'100114 
Q,5 2.117912 

10.0 2.1'54435 
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10.5 2.189759 
11 • 0 2.2:?3980 
11 • 5 2.257179 
12.0 2.289428 
12.5 2.320794 
13.0 2.35B35 
13.5 2.31:!1102 
14.0 2.410142 
14.'5 2.438499 
15.0 :>.466212 

Sastaviti program za izracunavanje vrednosti sume 

n 
S-= ~ 

I k=l 

v'J+X2+ ViT+X.Yf 
e +3.s. 

gde su x = u 1, y = u2 , au 1 i u 2 realni koreni kvadratne jednacine 

a.u 2 + b.u +c.= 0 
I I I 

Ako je bf - 4a.c. < 0 uzeti u 1 = u2 = 0. Brojevi a., b., c. (i = 1, ... , n) su dati na 
I I A I ). 

karticama (po jedna trojka na kartici) u formatu 3t•5.2. tlroj n je dat na prvoj kar-
tici u formatu I2. 

Za resavanje kvadratne jednacine obrazovati potprogram tipa SUBROUTINE. 

Resenje. U potprogramu QVAD (A, B, C, Ul, U2) za dato A, B, C odreou
ju se Ul (= x) i U2 (= y), prema zadatom kriterijumu. 
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SUBROUTINE QVAO(A,B,C,U1,U2) 
fi:8liB•4.liAliC 
IF(D.LT.O.)GO TO 
f'l:SQAT(Dl 
IJ1:(e8tD)/(2.<~Al 

112:(eB•D)/f2.liA) 
~ETURN 

U1:0. 
U2=0. 
RETURN 
FND 

Glavni program ima sledeci oblik: 

C IZRACUNAVANJE VREONOSTI SI 
c""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 
C STAMPANJE lAGLAVLJA 

c 

II! A I H ( 5, 1 0) 
10 FOAMATC1H1/2X, 1 t 

1 I ) 
UCITAVANJE ULAZNIH 

READ(8,20)N 
20 FORMAT (1 (') 

I:O 

c )( 

PODI\RAKA A,A,r. 



41 READ(8,30)A,H,C 
30 FORMAT(3F5.2) 

I:I+1 
C RESIVANJE KVADRATNE JEONACI~E 

CALL GVADCA,R,C,X,Y) 
C IZRICUNAVANJE SUME S 

So:O. 
f>O 11 K=1,20 
oS:(SQRT(1.+X•X)+SQRT(A~S(1.+X•Y)))/(K•K+i,5) 

11 S::S+DS 
C STAMPANJF REZULT6TA 

wRtTEC5,40li,A,H,c,x,v,s 
40 FOR~AT(1X,I2,3(1X,F5.2),2(1X,FA,~l,1X,E13.AI 

IF(l.LT,N)GO fO 41 
CtJLL I'XIT 
FMO 

Za odreaeni skup ulaznih pod a taka dobijena je sledeca tabela: 

ll R c X y s 

1 1,00 2.011 3.00 o.ooo 0,000 0.12QA?9E+01 
2 3.00 2,00 1 • 00 o.ooo O,flO() 0,12QA2Qf.+ll1 
3 1.00 ~s. on ?,00 •1,000 -2.000 0. 203'124F+fl1 
4 5.50 8.?0 , • 0 0 -0.134 =1 .. ~57 0.135~5';E+'l1 

5 _, .1 0 =3.30 ?.00 =3.~17 0,')17 0,29'>A141'+fl1 .. =2.20 3.oo -:~. 00 0,000 o.ooo 0.1291>?9F+01 

3.16. Za date granicne uslove Mik = 12 Mpm, M i = 6 Mpm i opterecenje kao na 
sl. 3.5, napisati program za odredivanje maksim~ne vrednosti momenta savijanja, 
kao i presek u kome se on javlja. Za korak uzeti 6. x = 0.01 m. Za proracun koristiti 
formule 

q 

~~L-~~~~~~~~~j;ki 

SI. 3.5 

1 M .•. -M •.. 
T =- l + IK 1\l 

ik 6 q ik 1 
ik 

Ulazne podatke Mik = 12 Mpm, Mki = 6 Mpm, /ik = 6 m, q = 2 Mp/m ucitati 
u formatu 4F5.2. 

Izlaznu listu stampati u obliku: 

MAKSIMALNI MOMENT M = ±XX.XXXX U PRESEKU X = ±X.XXXX 
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Resenje: Program i izlazna list a imaju oblik: 

l~~=~==~~=~==~===~==~======================================= 
C l 7'1ACUNAVANJ(: ~~A~S1MAL',JOG ~>fl!''FrH6 S~V[JhiiJJA 

(:::::::==================================================== 
c 

PFAL r~·TK,'-'KJ ,LIK,~:-11\X,'I,L'1AX 

RF6fl(8,10)~!K,MKI,LIK,Q 

'I 0 F fl R t-' ~ T( 4F 5 , 2 l 
~At' A x:-4. E 5 
TJK:~•LIK/~t(~IK·MKil/LIM 
)(:::0, 

Y.:X+0,01 
M:::-MJK•Q•X••31(~•LIKl+TIK•X 
IF(M,LT,MM6X)GO TO 2 
fMA A)(::::~·· 

L ''A X: X 
2 TF(X,GF,LIK)GO TO ~ 

r;o TU 1 
3 WRJTEC5,20)MMAX,LMAX 

20 FOfi·MAT(4X, "IAI<SJ~ALNI M(I'IE~!T M : •,FI'\,4, 
1 1 IJ Pf<ESEKU X::: J,F7,4) 

CALL OIT 
P.oD 

•3.5147 U PRESEKU X : 4,240~ 

3.17 O':sastaviti program za ta beliranje vrednosti koeficijen ta ex za izracunavanje tor
zione konstante pravougaonog preseka 

I 
(2n+l)rrb 

t1---
2a 

(2 n + 1)5 
' 

gde je a manja stranica pravougaonika, za b /a = 1 ( 0.1) 10. 
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Proces sum~r~a~~!i kada opsti clan reda postane manji od 10-<l. 

I.A. '>'"~~ 
Resenje. 

C::::::::::::=•======•==••==•========•=====•==••======•====• 
C IZRACUNAVANJE KOEFICIJENTA ALFA ZA TORZIUNU KONS. 
c=========================================================== 

DIMENSION ALFA(10) 
tt< RITE ( 5, 1 0) ( I, I: 1 , 9) 

10 FOR~AT(1H1,4X, 1 VREDNOSTI ALFA ZA IZRACUNAVANJE 1 

1, • TORZ.KONST.PRAvouG,PRES.'//6X, •.o•,9(4x,•.•,T1J/) 
PI=3,14159265 
DO 11 1=1,10 
DO a J•1, 10 
8A:It(J~1)•0.1 

S:O 
N:O 
A:(2•Nt1)•PI•BA/2 
A•CEX~(A~~EXP(-A))/(EXP(AJ+EXP(-A)J 

A=A/C2•fllt1.);u5 



S:::S+A 
lF(AtJS(A),Ll.1.E-.'i)GO ro i!.t. 
N::N+1 
GO TO 1 

2? ALFA(J)::~A/3Q64/PI**5*S 
11 w~ITEI5,20)l,ALFA 

20 FORMAT(1X,I2,10Fb,31 
CALL !:XIT 
END 

VPE:ONOSTI ALFA ZA JZRAClJNAVANJE TOAl,KONST,PRAVOUG,PRE9, 

,0 • 1 ,2 .3 ·'' • 5 .6 • 7 • ·3 • 9 

1 ('),141 (') .1 f,Q 0,199 0. 2 -~0 0.262 0. 291, 0,326 0,~'59 0. 39'i 1),4~4 

2 0.457 0,491 0.'524 0,557 0.590 0.623 O,t'>57 0,<'>91) 0. 72-~ 0,757 
3 0,790 0 .~?1 0.1<57 0.'~90 o.n"3 0,957 0,990 1. n ;n 1. 0 57 1,1)90 
4 1.12.3 'l .1 'i 7 •j '190 1, ?23 1 • 2 57 1. ?,91) 1.3<'3 1.~57 1,390 1,1,23 
5 1. 4 ~ 7 1. 4<10 1. ') 23 1 • 5" 7 1,590 1,1)23 1. 65 7 1,t'>90 'I, 723 1,757 
(,• 1. 790 1 • ~ ;:> ~ 1 '85 7 1,1FI() 1 • 9 2 3 1,957 1. 990 2,023 2.0~7 ;?,090 ., (,1(''i ? ,1 r,? 2,190 2.225 ;? ~ ;) ') 7 2,290 ? • 32 .'\ ?.,'15? ?.391) ? ,1,23 
'l 2.4~7 2,490 ?.'523 2.557 2.590 2.1,23 2.6<;7 ?. ,69•) 2 .. 72~ 2,7S7 
9 2,790 2,8?'1 2.8~7 2.>190 2,923 2.957 2.990 :;,n;n ~.057 3,090 

10 3,12::1 3.1 ~ l 3.190 3,223 '1,?.5? 3.290 3.323 3.'157 j,390 3,423 

3.18. Koristeci metod sukcesivnih aproksimacija, sastaviti program za odredivanje 
vrednosti za A koja zadovoljava uslov 

m 
I; 
n~J 

ll'Tr 
(CX =:-- E = 10-3 Ml 

n L ' ' ~50), 

.. ,. A T( A'\(A~ . 
UZ!ill3JUCI za pocetno =-L+ u /\ u /\ = 0.01) i L= 5 (1) 10. Izlaznu listu stampa-
ti u obliku: 

L 

xx.x 
LAM 

X.XXXXXXXE±XX 

Resenje: Prema blok semi algoritma s8. sl. 3.6 napisan je sledeci program: 

c~~~==~==============~==============~===============~==~=== 
C IZRACUNAVANJ[ VAEDNOSTI LIMDA 
C::::::::::::~::::::::::::::::::::::::==~====~====~==::::::::::: 

AFAL LAM 
PJ:3,14'159?1\ 

C STAMPANJE ZAGLAVLJA 
••RITE(5,10l 

10 FnRMAT(1H'l/5X,'L 1 ,1'1X,'l.AM 1 / 

C PE.TL,JA ZA PROIV:I"NII L 
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DLAM:::0.01 
no 11 L:5,1o 
LllM:::PI/L 

16 LAM:::LAM+DLAM 
SIGMA:::O. 

C PETLJA ZA IZRACUNAVANJE SUMA 
DO 22 N:::1 1 50 
ALFA:::N*PIIL 
~IGMA:::SIG~A+AlrA*AlFA/(AlFA*4=lAM*4) 

IF(SIGMA.LE.1.F.=3)GO TO 15 
?2 CO!\JTI~1 UE 

GO TO 16 
C STAMPANJE REZULTATA 

15 WRITEC5,20)L,LAM 
20 FORMAT(4X,I2,3X,E14.7) 
11 CONTINUE 

CALL EXIl 
END 

L LAM 

5 0.6~R31~5E+OO 
6 o.5335987E+OO 
7 0.4~R79~9f+OO 
8 o.4026991E+OO 
9 o.359065RE+OO 

10 n.3241592E+OO 

(,3.19) Napisati program za resavanje jednacine 
~~, ~/ 

(a= 0.5 (0.1) 2.8). 

prime nom Newtonovog metoda, sa tacnoscu e = 10- 5 
• Za pocetnu aproksimaciju 

resenja uzeti X
0 

= 0.5. Na izlazu stampati vrednost parametra a, koren jednacine 
xi odgovarajucu vrednost f (x) u obliku: 

A 

x.x 
X 

xx.xxxxxx 
F (X) 

xx.xxxxxx 

Resenje: Funkciju f i njen izvod f', koji se javljaju u Newtonovom metodu 

f(xn-1) 
x =x -n n-1 f'(x ) n-1 

(n = 1, 2, ... ), 

definisacemo funkcijskim naredbama. Kriterijum za prekid iterativnog procesa je 
tacnost e. Nairne, smatracemo da je koren jednacine odreden sa tacnoscu e, ako 
f(x) menja znak u intervalu (x - e, x +e). Program ima sledeci oblik: 

n n 
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---------------------~ 

1:=1 + l 

da 

ne 

sl. 3.6 
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C•=•••==••••=•••=====••==•=•=•=====•••=••=••••••••••==••==•• 
C RESAVANJE JEDNACINE 
C 1 • X••C•A1 + (1•Xl •(·A) n 
C NJUTNOVJ~ ~ETODOM 

c===============••==========•=•===•========================= 
FUNK(X,A):1·X••C•A)+(1•Xl••(·A) 
PRIZ(X,A)•A•~••C•A•1)+A•(1•X)••(·A-1) 
WRITE(5,10) 

1 (>, FORM AT ( 1 H 11111) )(. I A I '1 0 X' i X I • 1 2 )(' IF ( )() I I) 

EPS:1.E•5 . 
DO 11 Io:5,2R 
Ao:I•0.1 
xoo:o.s 

6 X:XO•FUNK(XQ,A)/PRIZ[XO,A) 
IF(FIJNI<()(+EPS,Al•FIJNK(X•EPS,ti).I,.T,O,) GO TO 7 
)(I)O:)( 

GO TO 6 
7 Y:FUNK(X,A) 

WRITE(5,20)A,X,Y 
20 FOAMAT(9X,F3.1,5X,F9.6,5X,F9.6l 
11 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

d ok je odgovarajuca izlazna list a: 

A X F ()() 

0.5 1).219949 -0,000015 
0.6 0.267609 o.oooooo 
0 ,, 7 0.305916 -o.ooo0?6 
o.B 0.33672;?. qo.ooooo3 
0 ., 9 0.361641 ~o.oooooo 

1.0 0,311196{, ~o.ooooo1 

1 .1 0.398689 o.oooooo 
1 2 0,412563 0.000001 
1 • 3 0,424159 -0.0000!'\4 
'l ,.4 0.43393'1 -0.000044 
1 • 5 0.442217 -0.000023 
1. 6 0.449281 -0.000012 
1 • 7 0,455337 ~0.000007 

1 • p 0.460554 -0.000003 
1. 9 o.465fl68 -0.01)0004 
2.0 o.4M990 o.oooooo 
2.1 0.472410 ~o.oooooo 

~: "2 0 475402 o.oooooo 
2.3 0.478029 0,000001 
?e4 0.480340 w0,0Q0001 
?\]5 0.4823~0 o.oooooo 
?,6 0,484184 0,000000 
2a7 0.4857fl4 -0.000001 
2,fl. 0.487205 -o.ooono4 

3.20. Sasiaviti program za priblizno resavanje sistemajednacina 
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F(x,y)=O, 

G (x, y) = 0, 



gde su FiG neprekidno -diferencijabilne funkcije, primenom Newton-Raphsonovog 
metoda 

(n = 0, 1, 2, ... ) 

polazeci od nekih pribliznih vrednosti x 
0 

i y 
0

, pri cemu su 

J(x,v)= 
n · n =F 0, 

G' (x , y ) 
y n n 

!::.x = 1 
n J(x , y ) 

F(x ,y ) 
n n 

n n G (x ,y ) 
n n 

F~ (xn,yn) F(xn,yn) 

G~ (xn,yn) G(xn,yn) • 

ParciJ' alne izvode F' , F' , G' , G' izracunavati numericki. 
X Y X y 

Iterativni postupak (1) prekinuti kada budu istovremeno ispunjeni uslovi 

lx - x I< e n+i n 

gde je e zadata tacnost. 
Za proveru uzeti primer 

F (x, y) = 2x3 
- y 2 

- 1 = 0, 

G (x, y) =xy 3
- y- 4 = 0, 

Resenje: Za izracunavanje parcijalnih izvoda funkcije t (x, y) koristimo sle
dece priblizne izraze 

at~ t(x+h,y)--t(x-h,y) 
-= ' ax 2h 

at t(x,y+h)-t(x,y-h) 
ay 21z ' 
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gde je h dovoljno mali prirastaj (ovde je uzeto h = 10 -s ). 
Fimkcije FiG zadate su u potprogramu tip a FUNCTION. 
S obzirom da se zahteva tacnost 1 o- 1 0 

, program cemo realizovati u dvostru
koj tacnosti. 
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IMPLICIT AEAL•R (A·H~O-Z) 
DII'•ENSION R(2) 
REAU(8,15) XP,YP,EPS,H 

15 FOAMAT(4010.0) 
~~R 1 TH 5,16) 

16 FOR~AT(1H1,25X,'NEwTON•RAPHSDN•OV METOD ZA HESAVANJEI, 
1 I SISTEMA JEONACINA 1 ///41X, 1 2.•X••3·Y••2·1.:0. 1 // 

245X,'X•Y••3•'1•4.:0.'/I/16X, 1 BR.ITER. 1 ,6X, 1 X1 , 

315X, 1 Y 1 ,12X, 1 F(X,Y) I ,1QX, 1 G(l(,Y) 1 /) 

ITER=:O 
20 I TER::I TEtH1 

CALL NEwl(XP,YP,XK,VK,FO,H,A,8) 
IHFD) 5,6,5 

6 ~miTEC5.17) 
17 FOf<,~I\TC/15X, 1 JACOBl•EVA MATHICA SINGUUf.<NA' l 

r,n TO 90 
5 DO <l 1::1,2 
8 R(I)::EEFF(l,XK,YK) 

WR1lE(5,18) ITER,)(K,YK,(R(J),J:1,2) 
16 FORMATC15X,I5o4F16.10) 

IFCDABS(A)•EPS) 30,30,40 
30 1F(OA6S{8)•EPS) 90,90,40 
40 XP:XK 

yp:YK 
GO TO 20 

90 CALL EXIT 
END 

SUBROUTINE NE~TCXP,YP,XK,YK,FD,H,A,~l 
IMPLICIT REAL•8 (A•H,O•Z) 
DIMENSION fi(2),DX12),DV(2) 
X:XP 
Y::VP 
DO 4 1::1,2 
fl(I):t.EFFCI,X,Y) 
OX(lJ=O.SDO/H•CEEFF(!,XtH,YJ•lEFF(J,X•H,Y)) 

4 DY(IJ:0.500!H•(EEFF(I,X,Y+H)•EEFF(I,X,V•Hll 
FU=DX(1J•DY(2)-DY(1)•DxC2l 
JF(FDl ),6,5 

5 A=(R(1)•DY(2J·R(~l*DY(1)J/FD 
~:(R(2J•DX(1)•R(1l•DX(2))/FD 
XI\::X•A 

1K"'Y•t; 
6 RETURN 

E HO 

FliNCIIUN H:FF(J,X,Y) 
IMPLICIT REAL•R (A•H,O•Z) 
GO T0(50,60),J 

50 lEFF:2.DO•X••3-V•Y·1.DO 
RF TURhi 

60 EEFF=X•Y••3•Y•4.DO 
RETURN 
END 



NEwTON•RAPHSnN-nV ~ETOD 7A R~SAVA~JE SISTEMA JEONACINA 

f:lR,ITER, X y F(X,Y) G( )(, Y) 

1 1, 2j41l7626S 5 1,6609796ROil (),f) f) 7 32001)54 •O,OO??.'l~17R4 

2 1.2342746753 1, l'on1 S?6i'/5CJ o, 00l)ll02 ~d25 -o. oooooo HILHl 
3 1.2342744g41 1,661'>2t?l•n<'>ll 0, tlOOOtlOOI)OO •0.001)0000000 
4 1.2~42744841 1. h6'152i'>/·661'! -o.onooooouoo -0.00110()00000 

(22!.; Neka jednaci~a 1: (x) = 0 ima koren x = a u intervalu (ex, {3), pri cemu je 
I (ex) f ({3) < 0. Nap1sat1 program za nalazenje korena x = a sa tacnoscu e korisce
njem metoda polovljenja intervala, koji se moze iskazati kroz sledeca cetiri koraka: 

1° k : = 0, X I = CX, y I:= {3; 
1 

2° k:=k+1, zk :== 2 (xk+yk); 

3° Ako je 

f(zk)l(xk)<O uzeti 

>o 
xk+l:==xk, Yk+l:=zk, 

xk+l:=zk, Yk+l:=yk, 

== 0 kraj izracunavanja a : = zk; 

4° Ako je 

<e kraj izracunavanja a : = zk+ 
1

. 

Na izlazu stampati: k, (xk' yk), I (zk), za.k = 0, 5, 10, ... i za poslednje k, 
pri kome je postignuta zahtevana tacnost. Na kraju ove tabele stampati vrednost 
izracunatog korena u obliku: 

A= ±X.XXXXXXXXXXXXXD±XX (SA TACNOSCU EPS = O.XD-XX) 

Program realizovati u dvostrukoj ta6nosti. Za testiranje programa uzeti: 

Resenje: Program i izlazna list a imaju oblik: 
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c::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::•••••=•••••••••••=••• 
C METOD POLOVLJENJA INTERVALA 
C••••••••=•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

DOUBLE PRECISION X,Y,z,F,FZ,EPS 
F(XJ•DEXP(X)•2.*(X•1.)**2 

C STA~PANJE ZAGLAVLJA 
WR1TE(5,9) 

9 FORMATC1H1//2X,•K•,zx,•c•,Mx,•xcK> •,ax,•,•,sx,•vcK)', 
18X, 1 ) 1 ,)X, 'F(Z(K)) 1 /) 

C UCITAVANJE l~TERVALA (ALFA,HETA) 
R~AD(tl,10lALFA,HETA 

10 FORr-<•ATC2r~.O) 

EPS•1.0u12 
K:u1 
X:ALFA 
Y•BElA 

!) K:Kt1 
Z=0.5*(X+Yl 
FZ:::f(l) 
!F(K/~*5-K.LT.O)GO TO 2~ 
WRITE(5,20)K,X,Y,FZ 

20 FON~Al(1X,I?,2X,'( 1 ,020,13, 1 , 1 ,D20,13, 1 l 1 r2X,012.5) 
25 1FC~Z*F()0)1,2d 

1 Y•L 
GO TO 4 

~ IF(~/5*5uK.EQ.O) GO TO 6 
GO TO 7 

3 X:::Z 
4 IF(UAYS(Y•XJ,GE.EPS)GU TU 5 

Z:0.51f(X+Y) 
K::Kt1 
~-z=~<Zl 

7 WR11E(5,20)K,X,Y,FZ 
6 WRITt(5,30)Z,EPS 

30 FORMAT(/5X,'A::: •,020,13, 1 (SA TAC•'JOSCU EPS::: ',07.1,• ") 1 ) 

CALL EXlT 
END 

K X(K) YO() F(l(K)) 

0 (•0,50000000000000+00, 0.100U000000000Dt01l o.15903D+OO 5 ( 0,203125UOOOOOODtOO, 0.2Soooonooooooo+OO) o.H870D•01 10 ( 0.21191406?50000+00, o.21337890625000+00l •0. 290.~80·02 15 ( o.2132873;3~156Dtoo, 0.213333129KA280+00) 0,"704750•05 
20 ( 0. 21330 738,067630+00. 0.21130881118770+00) ·0.2360lD•05 25 ( o.2133086J2373Botoo, 0.2133U86770773Dt00) 0.895520•07 
30 ( 0.2133086337708D+OO, 0,21330A635167MD+OO) 0,537330·09 .35 ( 0.2133086.343.383D+OO, 0,2l33QR6543820D+00) o.5':ll:l010mj() 
40 ( 0.21330B634346JDtOO, U.21j30S6~4~479Dt00l 0 1 'H60IJ~11 
41 ( o.2133og6j43465D+OO, 0. 213308651d4 721lt00) 0,480620~12 

A "' 0.21330863434680+00 (SA TACNDSCU fPS 0 'lD•11 ) 

3.22. Napisati program za resavanje jednacinef(x) = 0 metodom regula-falsi 

(io=2.3,. '.). 

70 



Funkciju f zadati funkcijskom naredbom. Iterativni proces prekinuti ka~h je 
ispunjen uslov f (xi -- £) f (xi + e),;; 0 ( uzeti, na primer, E = 10 -s ). lzlaznu listu stam
pati u obliku: 

I ~ F~O 

2 ±X.XXXXXXX±YY ±X.XXXXXXXE±YY 

Za testiranje programa uzeti jednacinu iz prethodnog primera. 

Resenje: U ovom slucaju uzecemo X
0 

= - 0.5, x 1 = 1. Program i izlazna list a 
imaju oblik: 

c======================~=====~============================== 
C RESAVANJf JEDNACINE 
C EXP(Xl - 2l>(X-'1)-u2 o: 0 
C MElODOM REGULA-FALSI 
c=========================================================== 
c 

F(~l=EXP(Xl•2*(X-1l**2 
V•Rl TE.(5, 10) 

1 o FORMA r < 1 H1//9X, • 1 •, 1 ox, • x r •, 14x, • F < x r l •n 
xo=-o.s 
Xi"' 1 
1=2 

3 X:(XO*F(X1) X1*F(XO))/(F(X1)•F(XO)) 
Y:F (X) 
W~ITE(5,20)l,X,Y 

20 FORMAT(8X,I2,5X,E14,7,2X,E14.7l 
IF(FCX•1.t-5l*F()(+1.E 51 )1 ,1,2 

2 X1:X 
J:;:It1 
GO TO 3 
CALL EXIT 
END 

;q 

?. 0,3833066t:tOO 
3 0.24"i'6403EtOO 
4 o.2200995E+OO 
5 o,2146460E+Oo 
r, 0,21351'11'\E+OO 
7 0. 21.Bt~04EHl0 
!l 0,.2133188E+OO 
y 0, 213311 06E+OO 

F (X IJ 

0, 7065065F.+OO 
0.1489089£+00 
0.2971089E·01 

. 0.5861640E~02 
0.115H08E~02 
0,2268553Es03 
0.4470348E~OI+ 
0,8702211lE•05 

3.23. Neka je dat polinom P (x) == a 1 z
3 + a2z 2 +a 3z + a4 (a 1 =I= 0). Napisati prog

ram za odredivanje nula ovog polinoma po sledecem algoritmu: 

1 o 1 ednu realnu nulu odrediti prime nom Newtonovog metoda ( videti primer 
3.19) sa tacnos6u 10- 7 (i x - x 1 < 10- 7 )· 

n+ 1 n ' 

(z --
.2° Sa tako nadenorn nulom z 1 odrediti koeficijente polinoma Q (z) = P (z) I 
l); 
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3° Resiti kvadratnu jednacinu Q (z) = 0 pomocu stauclardne formule (videti 
primer 1.10 iz poglavlja 1.1). 

Za izracunavanje vrednosti polinoma napisati potprogram tipa FUNCTION. 
Algoritamske korake 1 o i 2° obaviti u jednom potprogramu tipa SUBROUTINE. 
Takoae, za algoritamski korak 3° obrazovati potprogram tipa SUBROUTINE. 

U programu predvideti mogucnost resavanja proizvoljnog broja jednacina. Na 
izlazu stampati koeficijente polinoma pi Q i korene jednacine p (z) = 0. 

ProgramtestiratisaP(z)=3z 3 -7z2 +8z-2 i P(z)=z 3 -5z2 -z+S. 

Resenje: Za izracunavanje vrednosti polinoma obrazovan je funkcijski pot
program PL, koriscenjem Hornerove seme. Argumenti u potprogramskoj listi imaju 
sledece znacenje: 

Z- vrednost argumenta; 
A -- koeficijenti polinoma; 
N - stepen polinoma. 

FUNCJION PL(Z,A,N) 
DIMENSION A(1) 
PL::A(1) 
DO 10 1:::1,N 

10 PL:::PL*Z+A(!+1) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE KJ(A,B,C,X1,Y1,X2,Y2) 
D=ll*l:l~4,*A*C 
IF(0)2';,10,20 

10 X1=~B/(2,*A) 
X2::X1 

15 Y1:::o. 
vz=o. 
RETURN 

20 X1:::(oH+SQRTCDl)/(2,*A) 
X2:::(•8PSQRl(0))/(2.*A) 
GO T 0 15 

25 X1:::•B/(2.1fA) 
X2=X1 
Y1:::SQRT(•D)/(2.*A) 
Y2=•Y1 
RETURill 
END 

Potprogram PL koristimo za izracunavanje vrednosti polinoma P (z) i polino· 
maP'(z). 

Za resavanje kvadratne jednacine Q (z) c: + bz + c "' 0 obrazovan je pot-· 
program KJ. Argumenti u potprogramskoj lisli imaju sledece znacenje: 

A, B, C- koet1cijentijednacine; 
Xl, Y 1 · realni i imaginarni deo prvog kowna jednacine: 
X:?, Y2- realni i imaginarni deo drugog korena jednacine. 
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Za realizaciju algoritamskih koraka 1° i 2° obrazovan je potprogram NEWT, 
sa argumentima: 

A - koeficijen ti polinoma P; 
B - koeficijenti polinomaP', a zatim polinoma Q; 
N -stepenpolinomaP(N=3); 
Zl - realni koren jednacine P (z) = 0 odreclen Newtonovim metodom. 

SUijROUTINE NEWT(A,B,N,Z1) 
DIMENSION A(1) 1 8(1) 

C OOR~DJIVANJE KOEFICIJENATA P 1 (2J 
DO 5 1::1.3 

5 .B(l)::A(l)•FLOAT(4•I) 
C OOREOJIVANJE REALNOG KORENA Z(1) 

zo=o. 
10 Z1=ZOaPL(ZOuArNJ/PL(Z0,8,N•1l 

IFCABSCZ1•Z0)•1.E•7)20,15,15 
15 ZO=Z1 

GO TO 10 
C ODREDJIVANJE KOEFICIJENAtA Q(Z) 

20 B(1)::A(1) 
DO 25 1=2,3 

25 B(I):::A(I)tB(l•1l•Z1 
RETURN 
END 

G!avni program i izlazna lista imaju oblik: 

c==================•======•======•====•========•=••===•========== 
C RESAVANJE JEDNACINE TRECEG STEPENA 
c==========•=•=========•===•========•===•======•=••============== 

DIMENSION A(4J,B(3),ZR(Sl,ZI(3) 
5 REA0(8,10,END=99)(A(IJ,I:1,4) 

10 FORMAT(4F10.0) 
lF(A(1)) 15,99,15 

15 CALL NE~T(A,B,3,Z1) 

ZR('I):::Z1 
Z1(1):::0. 
~RIT~(5,20) CI,A(!),I:1,4l 

20 FORMAT(1H1,22X, 1 KOEFlc;IJI:.•HI POLINO"lA P(Z) 1 //5'1., 
•4('A(',I1, 1 ): 1 ,FR.5,3X)//) 

wRITE(5,25) (1,~(1),[:1,~) 
25 FORMAT(/23X, 1 KOEFICIJENT1 POLINOMA Q(Z) 1 //5X, 

•3( 1 8( 1 ,!1, '):',F8.5,3XJ//l 
WRITE.(5.30l 

30 FORf'IA1U23X,' NULE POLINOM~ P(Z) 1 //27X,'REAL 1 ,8X, 1 I1'4AG 1 1) 
CALL KJ(8(1),~(2),B(3J,ZRC2J,Zl(2J,ZR(3),71(3)) 
WRITE(5,35) (l,ZR(Il,ZI(!),I:::1,3) 

35 FORMAT(/18X,'Z(',I1, 1 )::: 1 ,2F12.7l 
GO TO 5 

99 CALL E.XlT 
END 
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KOEFICIJENTl POLINOMA P(ZI 

1\(1): 3,00000 A ( 2 ) ::::-7 , 0 0 0 t) 0 A(.3):::: 8,0000t) A(4):::-2,0'l000 

KUEF IC l ,JENT! P<JUNUt~A 1HZ) 

IH1 ): 3.00000 f:l( 2) :::-6.00000 BC3J= 1\.ooono 

NULE POLINUMA P(Zl 

RE:Al. 

z (1)"' 

ZC2l= 1.0000000 1,0000001 

Z(3)::: 1 .ooooooo -1,0000001 

KUEFlCIJENTI I0 0LINllMA P(Zl 

A(1)o: 1,00000 A(2)o:-5,00000 A(4)::: 5,000110 

KOEFlCIJENTI POLINU~A W(Z) 

1:!(1):::: ·1,00000 B(2):: 0,00000 

NULE POLINOMA P(Zl 

REAL 

Z(1): 5.0000000 0,0000000 

Z(2): 1.0000000 o.ooooooo 

Z(3)::: •1,0000000 o.ooooooo 

3.24. Sastaviti program za odredivanje koeficijenata polinoma 

(Cn+l = l) 

ako su poznate sve njegove nule zk = xk + iyk (k = 1, ... , n). 

Resenje: Neka je 

def k ( ) · ) ( ) 
pk (z) = il]l(z -z)=Ck~<l z:k + C~ zk-1+ ... +C/-z+c1k) 
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Tada za polinom (1) vaziP(z) =P (z), tj. C.= c<.n) (i= 1, ... , n + 1). 
n I I 

Kako je 

vaze sledece rekurentne relacije 

(2) dk)=c(.k-l)_zc(k-1)(· 2 k' 
I 1- 1 k 1 l = ' ' ' ' ' ), 

c<k) =0.k-1) 
kt 1 k 

Pri cemu se polazi od 0
1

1) = z ..,( 1 )_ 1 1' L2 - ' 

Na osnovu (1) obrazovan je potprogram VIETE, ciji argumenti u listi imaju 
sledece znacenje: 

Z - vektor zadatih nula duzine N; 
N -- stepen polinoma; 
C- koeficijenti polinoma; 
KB -- kontrolni broj (KB = 0 korektno zadat stepen polinoma, KB = 1 stepen 

polinoma manji od jedinice ). 

SUBROUTINE VIETE(Z,N,C,KB) 
COMPLEX Z(1),C(1)",A,~ 

IF(N.GE.1) GO TO 5 
KB::1 
RETURN 

5 K.fl::O 
ccn=~zcn 
C(2)=1. 
IF(N.GE.2) GO TO 20 
AF.TUAN 

20 DO 15 K:::2,N 
A:r:C('l) 
C(1l=~ZCK)*C(1) 
DO 10 I=~,K 
ti=C (I) 
C(t):::A~ZCKllH~ 

10 A,;B 
15 C(K+1l::::A 

RETURN 
END 

Potprogram, kao i glavni program, realizovani su u kompleksnoj aritmetici. 
Glavni program i izlazna lista (za jedan konkretan slucaj) imaju oblik: 
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C::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
C FOfi~'TflANJ!:: K\lEFICIJE"'ATA Pnt.P11.1Mil NA OSNOVU 
C ZAOATlH ~~ULA 
C::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

COMPLEX ~(10J,C(111 

C UCITAVANJE ~ULA POLINOMA 
2 ~EAU(8,10,EN0:99)N,(Z(I),I:1,~l 

10 FU~MAT(I21(10FR,2)) 
C POZIV POOPROGfiA~1A VJETE 

CALL VlETE(Z,N,C,KR) 
JF(KH.EQ.O) GO 10 1 
I\RlTt::(5,20) 

20 FORMAT(1H115X, 1 GR~SKA U PODACIMA: STEPEN POLINOMA 1 

1 1 MANJI 01) 1'11) 
GO TO 2 

C STAMPINJE NULA I KOEFICIJENATA POLINOMA 
1 WRI1!::(5,?S)(I,Z(IJ,I:1,~) 

2 5 FoR"' A TC 1 6 x , 1 N lJ L E P n U ~~ 0 :~A 1 111 9 X , 1 R E A L 1 , 5 X , 1 I r~ ~ G 1 1 1 
1(10X, 1Z( 1 ,I<II10+1>, 1):1,4X,F10,7,1X,F10.71) 
r~:::N+1 

wAITE(~,30)(!,C(11,!=1,Nl 
30 FOfiMA.T(/16X, 'KUEFICIJF.IIITI POLI~'t1'1\A 1 1/23X, 'REAL' ,5X, 

1 1 l1'-~AG 1 //(10X, 1C(',I<li'10t1>, 1)::: 1,4X,F10.7,1X,F10.7)) 
GO TO 2 

99 CALL EXIT 
t:ND 

Nl.JlE POLI!~OMA 

REAL !MAG 

z (1)::: 1.0000000 1.0000000 
Z(2)::: 1,0000000 1.0000000 
Z<3)::: 1,0000000 ·1.001)0000 

KOEFICIJENTI POlliWMA 

REAL li\1AG 

c ( 1 ) " ®2.0000000 ~2.0000000 
C(2)::: 4.0000000 2.0000000 
C(3): -3.0000000 ~1.0000000 
c (/+) = 1.0000000 o.ooooooo 

3.25. Sastaviti program za odreaivanje kompleksnog korena transcendentne jednaci
ne f(z) = 0 primenom Newtonovog metoda 

f(z
0

) 

(1) zn+l=zn-j'(z) (f(zn):;i:O), 
n 

gde je Z
0 

= X 0 + iyn (n = 0, 1, ... ). Iterativni proces prekinuti kada istovremeno 
budu ispunjeni uslovi 

(2) 
[x -X 1,;;; € n+ 1 n , 
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gde je e unapred zadata tacnost. 

Program organizovati na sledeci nacin: 

J0 U potprogramu tipa FUNCTION zadaju se funkcije: Re (f(z)), Im (f(z)), 
Re (/' (z)), lm (f' (z)). 

2° U potprogramu tipa SUBROUTINE izracunava se jedan iterativni korak po 
formuli (1). 

3° Glavni program treba da sadrzi: 

a) Ucitavanje ulaznih pod a taka X
0

, )'
0

, e; 

b) Pozivanje potprograma tip a SUBROUTINE i ispitivanje uslova (2); 

c) Stampanje naslova i tabele u obliku: 

NEWTONOV METOD ZA RESA V ANJE TRANSCENDENTNE JEDNACINE 

F (Z) = EXP (Z)- 0.2 t.r Z + 1 = 0 

BR.ITER REAL (Z) JMAG (Z) REAL (F(Z)) IMAG (F(Z)) 

0 x.xxxxxxx x.xxxxxxx x.xxxxxx x.xxxxxx 

ZADATA TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILON= O.XE±XX 

Ukoliko je f' (zn) = 0 stampati: 

PRVI IZVOD FUNKCIJE JEDNAK NULl 

i preldnuti iterativni proces. 

Za resavanje uzeti primer: f(z) = ez -0.2 z + 1, Z
0 

= 1 + rri, e = 10-6 

Problem resiti u realnoj i kompleksnoj aritmetici. 

Resenje: S obzirom daje z = x + iy, iz formule 

razdvajanjem realnog i imaginarnog dela, sleduje 

Yn+l =yn- ~ (Im(f(z
11
))Re(f'(z

11
))-Re(f(zn))Im(f'(zn))), 

gde je 6 = It' (zn)l 2 = IRe (f' (z
11

))j2 + lim (f' (Z
11

))! 2
• 
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Kako je u nasem slucaju 

f(z)=ez-0.2z+l f '( z) =ez - 0.2, 

imamo redom 

Re (f(z)) X cosy ·- 0.2 x + 1, e 

Im (f(z)) ex sinY -· 0.2y 

Re (f" (z )) = ex cosy- 0.2 

Im (f'(z))= exsiny. 

Potprogrami i glavni program u realnoj aritmetici, kao i odgovarajuci rezultati 
imaju oblik: 

FUI~CT lf!lli t:r lXu v d! 
GO TU(10,20,30,40),1 

10 LF=~XP(XJ•CUS(Y)•,2•Xt1, 
RETUI'il~ 

cO fF::EXP(X)•SIN(YJ•.Z•Y 
RETURN 

30 FF=EXP(XJ•COS(Y)-.2 
RETURN 

40 ~F=EXP(X)•SIN(Y) 
kUURN 
END 

S I J H R L' U T l 1•1!;: T 11 A;, S ( X II, Y 11, A , ", R l 
C::fF(XO,YU, Sl 
[):::l:.f(XO,YU,I.) 

f<::Ct~CtD<+P 

IF(R) ~.10,') 

5 XU::XO•(A•C-~<+0)/N 

YO=YO·(~<+C-A<+D)/P 

10 RETUfW 
EN I) 

C PROGRAM ZA NAL.ZANJE ~O~PLEKSNOG KORENA T~ANSCENDE~TNE 

C JEDNACINE F(Z) :: 0 PRIMENOM NEWTONOVOG ~ETODA 

C kEALNA ARITMETIKA 
c================================================================ 

AEAD(R,5) XO,YO,EPS 
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5 FORMAT(2F1o.u,ES.O) 
~~ 1<1 H. ( ' , 1 0 ) 

10 Fn~MAT(//10X, 1 NE~TONUV METOD ZA RESAVANJE TRA~SCENOE 1 

1, 'NTNE JEDNACINE 1 //22X,'F(l)::I:,)(P(Zl·O.?<+Z+1::0 1 // 

25)(, 1 1:lR.lTER. 1 ,4X, 1 REAL(Z) 1 ,5X, 1 lMAG(Z) 1 ,4X, 1 REAL(F(Zll' 
3,2X, 'I~AG(F(Zl) 1 /) 

ITER:::O 
~ RR:::1 

15 A:EFOU,Y0,1) 
B:::EF(XO,Y0,2) 
~RITI:.(~,20) ITER,XO,YQ,A,R 

20 ~ORMAl(~X,I4,2X,2F1J,7,2F1?.6) 
GO TU (22,5U),KRR 

22 ITER=ITF.Rt1 
x~=xu 

YS::YU 
CALL TRANS(XO,YO,A,I:l,R) 
!FIR) 25,25,35 

25 ~·RIH:.(5,30) 



3 o F n k 'I A T U 15 X , ' P P VI llli o o F '"'HI' c I ,J E. ,J En "I A>< '1 u L I 1 ) 

Gil TO 50 
35 TF(A~S(XO-XS)·EPSl 40,40,15 
40 TF(A~S(YS•YU)•EPS) 45,4S,15 
4) K8f<;;:;? 

GO Tf: 1 S 
5U ~Hllt(5,~5) tPS 
'5 F [) H "'AT (I'> X ' I l A I! 0 T A T i\ l>J 1'1 s T I l p 6 [[1 (., ~ v A,,, J A 1: p .')I I_ I H " I 

1,~7.'1) 

C/lLL UIT 
E ,,,() 

N[~TO~OV MtlUD ZA RESAVA~JE l~ANSCENDE~T~E JEDNACI~E 

F(Z);;:;I:XP(Zl-0.2 Z+1;;:;0 

BR.ITI:H, RI:AL(l) 

0 1.0000000 
1 0,34261'>72 
2 o,o3721e9 
j 0,04973~5 

4 0,0911206 
5 0,1015006 
6 0,1049548 
l 0.1060993 
8 0,1064821 
9 0.1066100 

10 0,1066533 
11 0,1066675 
12 0,1066727 
13 0,1066741 
14 0.1066747 

IMAG(Z) 

L4415921l 
2.9262881 
2. 700.2il3il 
2,1}425617 
? • (,1459611'1 
2.6458960 
2,6459056 
~ .64590/d 
2,6459045 
?.,64590/d 
2.6459045 
2 ,645<,i0ld 
2,61.~9045 

2,6459045 
2.6459045 

f~EAL(F(Z)) 

~1 ,9182112 
~0,444709 

0,054076 
O.Oo7235 
0. 0·1 81 8 6 
0.006090 
0,002021} 
0,000{)78 
0.000227 
0,000()77 
0,00002'5 
0,000009 
I)' 0 0000.5 
o. ooooo·J 
0,000000 

ZADA1A TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILON •0,1E•05 

Ii'1 A G ( F ( Z l J 

•0,621U16 
•0,234291:> 
•0,0967.57 
-0.025535 
•0,008234 
•0,002721 
•0,000908 
-0.00031)4 
•0,000102 
•0,000034 
-0,000012 
•0,000004 
•0,000001 
-o.oooooo 
•0,000000 

Navedeni potprogrami i glavni program mogu se znatno jednostavnije realizo
vati u kompleksnoj aritmetici. Interesantno je primetiti da je u ovom slucaju za 
odredivanje kompleksnog korena posmatrane jednl!cine sa is tom tacnoscu ( w- 6

) 

potrebno samo 5 iteracija, Do ove razlike u broju iteracija dolazi zbog tacnijeg iz
vrsavanja potprograma CEXP, u odnosu ua potprograme EXP, SIN i COS. 

COMPLEX FUNCTION F(Z,Il 
cor·iPtl:X z 
GO T0(-1 ,2), I 
F;;:;CEXP(Z)•0,2*Z+1, 
RETURN 

2 F=CU<P(Z)•0,2 
RETUI<N 
~NO 

8URROUTINE NEW(Z,ZO) 
CO•'IPLI:)( z, ZO,F 
Z;;:;ZO- FCZ0,1)/F(Z0,21 
RFTUkf~ 

Er~D 
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C::::::::::::::::::::::::=::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
C PROGRAM ZA NALAZANJE KOMPLEK$NOG KORENA fRANSCENDENTNE 
C J~DNACJNE F(Zl : 0 PRIMENOM NE~TONOVOG METODA 
C KOMPLEKSNA ARITMETIKA 
C:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

COMPLEX z,zo,F,Y,A 
READ (II, 1 0) ZO 

10 FORMATilE14.7) 
EPS:1.E~6 

<vfH TU 5, 20) 
20 FORMAT(//10k,'NEWTONOV METOD ZA ~ESAVANJE TRANSCENDE' 

1, 1 NTNE JEONACINE 1 1/22X, 1 F(Z):EXP(Z)•0.2*Z+1=0 1 // 

25X, 1 ~R.ITER. 1 ,4X, 1 REAL(Z) 1 ,5X, 1 IMAG(Z) 1 ,4X, 0 RE~L(F(Zl) 1 

3,2X, 1 1MAG(F(ZJ) 1 1) 
ITER:O 

Y=FIZ0,1) 
13 WRITE(5,30)1TER,ZO,Y 
30 FORMAT(5X,J4,2X,2F13.f,2F12~6) 

Y:: F(Z0,2) 
B:CAI:!S(Yl 
IF(B.EQ.O.)GO TO 99 
CALL NEw(Z 1 Z0) 
ITER:::ITERt1 
Y::F (Z,1) 
A=Z-ZO 
!f(ABS(REAL(A)).GT.EPS)GO TO 95 
IF(ABSIAJMAG(A)l.LE.EPS)GO TO 98 

95 zo=z 
GO T 0 1 3 

99 ViRITE(5,40) 
40 FORMAT(10X, 1 PRVI IZVOD FUNKCIJE JED~AK NULI'/1) 

GO TO 97 
98 ~RIT~(5,30)ITER,Z ,Y 
97 ~HI1E(5,55) EPS 
55 FURMAT(/5X, 1 ZADATA TACNOST IZRACUNAVA~JA EPSILO~ : 1 

1,E7.1) 
CALL f:. XIT 
pm 

NEWTONOV -"'E10D lA RESAVllr~JE TRA~JSCENDF.qT'JE JEO·'JACT ~E 

F(Z)=EXP(Z)•0.2•Z+1=0 

l::lR.IHR. REAL(Z) I I~AG ( l) REAL(F(l)) t !~A G ( F (l ) l 

0 1.0000000 5.14159?.0 -1.911!2~2 •IJ.62>U1,<, 
1 0 •. ~426675 2.92628il1 •0.444709 -0.2'l4296 
2 .0 .1 036774 2.'1002il31l -0.0?.3705 -0,066?.75 
3 0,1054018 2.64')8714 o.oon17 -o.o•>O-' 34 
4 0.106675,<, 2.6459045 -o.ooooo1 0, <lOOO•lO 
5 0,1066'141'1 2.6459043 0,000<)1)0 0. 00f)f)•)f) 

ZADATA TACNOST· lZRACUNAVAN,JA fPSILDN =n.H-os 

3.26. Dat je niz od n brojeva xi (i = 1, ... , n), na svakoj kartici po 10 brojeva, u 
formatu 1 OF8.2. Broj n je dat na prvoj kartici u formatu I3. 

Napisati program za preuredenje niza tako da na pocetku niza budu pozitiv
ni brojevi u neopadajucem redosledu, a zatim negativni brojevi u nerastucem re
dosledu. 
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Resenje: Program izlazna lista za odreaeni skup ulaznih podataka imaju 
oblik: 

6 

c=========================================================== 
C PROGRAM ZA PREUREDJtNJE NIZA 
c:::::::::::::==============================~===================== 
c 

Dl1~1:NS1C!N X(Q99) 
REAO(t!,10)•11 

10 FURNAf(Li) 
C UCITAVANJE NIZA 

READ(H,20)(X(I),I:::1,N) 
20 FORMAT(10FH,2l 

C UREDJENJE i'JlZA PO NFRASTUCt~ REOOSLEDU 
K:l'~1 

on 11 I:::1,K 
L::: It1 
no 11 J:::L,'·J 
IF(X(ll.GT,X(J)JGO TO 11 
R=X ( IJ 
X(l):::X(Jl 
X(J):R 

11 CONTINUE 
NP:O 

C PRE8ROJAVANJE PUZIT!VNIH 8ROJEVA 
DO 2?. I=1,N 
lf(X(I),LT.O.lGO TO 53 

22 NP:NP+1 
C URtDJENJE POZITIVNIH BROJEVA U NEOPADAJUCFM REDOSLEDU 

33 L::NP/2 
DO 44 X=1,L 
R:X(l) 
X(l)::X(NPt1~I) 

X(NPt'l-l):::R 
44 CC1111TlNUE 

C STAMPANJt UMEDJENOG NIZA 
WRITE!5,30)(X(Il,I=1,NJ 

30 FORMAT(1H1/ 14X, 'UREOJENI NIZ 1 //(1X,4(1X,FK.2))) 
CALL EXIT 
EIIJD 

UREDJ£Nl ,NIL 

1. 00 ?.oo 3.uo 4.01) 
4.oo 5.00 s.oo 7.00 
7.00 ~;~.oo II.Oo 9.00 

10,00 1.00 12.00 u.oo 
13.00 13.00 n.n 14,00 
18,00 1R.OO 19.00 20.00 
21,00 22. no 23.00 ~s.oo 

30.uO .n.uo oo.oo ~il,OO 

~9.00 -9.00 -10,00 -11 .on 
-12,00 -12,0l! -15.00 -11\,0(} 
-2?. 00 -25.00 -31,00 -5?.,00 
-33,00 -3'>.00 -~.o. 011 -45,00 
_.,(1,00 -11)Y,fJU 
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3.27. Neka je funkcija f definisana pomocu f (x, y) = e3 xsin xy + x 2y - y log x. 
Parcijalni izvodi funkcije f u tacki (x 

0
, y J mogu se priblizno izracunati pomocu 

sledecih formula: 

gde je h dovoljno mali prira:ltaj argumenta. 
Napisati program za tabelirimje vrednosti funkcije i njenih parcijalnih izvoda 

za x = 1 (0.2) 1.6 i y = 0 (0.2) 0.4, uzimajuci h = O.Ql. Paralelno racunati i tacne 
vrednosti parcijalnih izvoda (radi provere datih formula). Izlaznu listu dati u obliku: 

X y F(X,Y) DFXP DFXT DFYP DFYT 

X .X X.X X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX 

gde su DFXP i DFYP, DFXT i DFYT redorn priblizne vrednosti parcijalnih izvoda 
po xi y, odnosno njihove tacne vrednosti. 
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Funkciju f i njene parcijalne izvode zaclati u potprogramu tipa FUNCTION. 

c 
c 
c 

Resenje: Potprogram, program i odgovarajuca izlazna lista imaju oblik: 

~UNCTION FPCX,Y,Il 
za 1::1 RACUNAJIJ SE VREDNOSTl FUNI<CtJF F 
7A 1::2 RACUNAJU SE VRED~OSTl PARCJJILNIH IZVUOA OF/DX 
ZA 1=3 RACUNAJU SE VREONOSTI PARCIJALNIH IZVODA OF/DY 
lJ:::rXP(3.<+Xl 
Gfl TO (1,;>,5),I 
FP=U•SIN(X•Yl+X•X•Y-Y•ALOG[X) 
RFTURN 

2 FP=U•C3.•SIN(X•Y)tY•COS(X•Y))+I' •X Y•Y/X 
RETURN " 

3 FP=X•U•COS(X•Y)+X•X•ALU~(XJ 
>I[ TURN 
f Ul) 

~====~G~::=~:=;::~~~==~~:=~~:~=~:;;=;~=~~~~==;=~~~~;~======a 
C PA~CIJALNlH IZVO~A 

c~=~=~~~==================================================== 
i\ I' A f) ( l:i, 5) X P, X K, [)X, y P, Y K, D Y, H 

5 Hl><·v·Al (7F'l.Ol 
N=l~IX((XK-XP)/DX)+1 
M:IF!X((YK YP)/DY)+1 
,., fH T E ( 5 , 1 0 ) 

'I 0 f' f)~"·A 'l f 1 H1 '5X' I X'' 3X' I y I' 5X' 'F ( )(, y) I' ()I,' I DFXP I, 
1 ,, X ' I D F )( T I ' !l X' I f) F y f' I ' il X p I u F y T I I) 

!1 1:1 1 5 I ::: 1 , I~ 

•=XP+UX•FLUAT!I-1) 



DO 1 ., ,1::1 ·"' 
Y=YP+DY•FLOATCJ-1) 
F=~P(X,Y,'I) 

DFXP=(FP(XtH,Yo1l-Fl/H 
DFYP:(FP(X 1 Y+H,il•F)/H 
DFXT=FP(X 1 Y,2) 
QFYT,FP(X,Ydl 

.1 5 ~JRITECS,?OJ X,Y,F,DFXP,OFXT,DFYP,DFYT 
20 FORMA7(4~.2F4,1,5E12.4l 

t:ALL EXTT 
I: NO 

X y F (X' y) OFXP OFXT 

1 • 0 0,0 O.(}OOOEtOO O,OOOOE+OO o.ooooE+oo 
1 • 0 0.2 0.4.190ft01 0,161.1Et02 o.1<'>11E+o2 
1 • 0 0.4 o,I!222Et01 0,318'1Et02 0. 31 ?7!:.+0? 

1 • 2 1),0 O.CJOOOEtOO o.oooOE+OO o.ooooE+oo 
1 • 2 o.z O,l!9~1f::t01 0. 31.15f.+02 o.B52Et02 
1 • 2 0,4 C!. 1 7 4 0 E trJ 2 I) .I>'J4 71'.+02 o.6431E+02 
1 • 4 0,0 Q,()OOOEtOO O,OOOOEtOO O,OOOOE+OO 
1 '4 o.z o.HI(<;Ft02 0,6975!:::+02 o.6il5?E+O? 
1.4 0.4 0,360n:t02 o , 1 3 2 o E + o .i 0,1297!:::+03 
1 • 6 0,0 O,IJOOOEtOO O,OOOOEtOO O.OOOOEtOO 
1 '6 0.7 o.:Hl64Et02 0,1407£::+05 0.13>13Et01 
1 • 6 0.4 o.7~40E+Of' 0,2621Et03 o.2577E+03 

3.28. Sastaviti program za tabeliranje funkcije greske 

· 2 X 2 
eif(x) = --= f e-t dt vrr 0 

OFYP QFYT 

o.::>109E+02 0.2109Et02 
o.201>6E+02 0.2069E+02 
o.1946E+02 0 '19501'.+02 
o.4517E+02 0,451~E+02 

I) • 4 ~ 8 5 E + 0 2 0,4592Et02 
0,4009E+02 0.40211"+02 
0,949>1Et02 0,94981:+02 
o.9116E+02 0,91 ~5Et02 
o.8037Et02 0,80721'"+02 
0,1965E+O~ 0,1965E+01 
o.11l61E+05 n.1R66£+05 
0.1571E+03 0,151!0E+03 

za X = 0 (0.5) 10 sa tacnoscu w- 5
. Izracunavanje izvoditi u potprogramu tipa 

SUBROUTINE na sledeci nacin: 

a) za x < 3 podintegralnu funkciju razviti u potencijalni red u okolini nule i 
in tegraliti dobijeni red clan po clan; 

(l) 

b) za x;? 3 koristiti pribliznu asimptotsku forrnulu 
2 

e1j'(x) = 1 ~ ~ (1 __ l_ + .!.___:1_ ~ ~ + ) 
xVif 2x2 . 22 x4 23 x 6 · · · 

Glavni program treba da obezbedi potrebnu promenu argumenta X i stampa-
nje tabele u obliku: · 

X ERF (X) X ERF (X) 

x.x x.xxxx X. X x.xxxxx 

Resenje: S obzirorn na razvoj 

r (-l)kt2k 

k=o k! 

6* 
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imarno 

(2) 
2 + = ( __ 1 )kx2 k + 1 

eJf ( x) = -- L; 
vrrk=o k! (2k + 1) 

Prema us!ovu zadatka, za izracunavanje vrednosti funkcije greske, koristimo 
razvoj (2) za x < 3 i razvoj (1) za x;;;, 3. Za sumiranje ovih redova (videti primer 
1.6, poglavlje 1.1), funkcija ¢ bice 

2k- I 
¢(k,x)=-n2k+l) x2 

. 2k- 1 
rjJ (k, X)=- , .2 _x 

(x < 3), 

(x;;;, 3). 

Odgovarajuci programi i izlazna listil imaju oblik: 
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IMPLICIT REAL•8 (A•HoU•Zl 
D[~ENSlON ER(20),X(20) 
VIRIT£(5,15) 

15 FOR~AT(1H1,2(6X,'X 1 ,4Xv'ERF(X)')/) 
DO 1fl p:~,HJ0,5 

K:.I/5 
X(K):0,1DO•DRLE(FLD4T(IJ) 

10 CALL FG(X(K),ER(Kl) 
DO 20 1=1,10 
X(l):X(l)+0,001DO 
X(lt10):X(I+10)+0.0U1DO 

20 ~RITEC5,25)X(I),FRCIJ,X(1+10),ER(Jt10l 
25 FORMATI5X,F4,1,F9.S,4X,F4,1,F9.5) 

CALL EXIT 
UJO 

SUHROU1INE FG(X,ERF) 
IMPLICIT REAL•R (A•H,O•Zl 
PI=3.1415926535DO 
PJ:DS(~RHPJ) 

Y::x•X 
EPS::1,D•5 
S:::O .1)0 
1\!::::1 
JF(X-3,00)5,10,10 

5 (1::;)( 

16 S:S+U 
A:::ObLE(FLOAT(t\J)) 
U:-(2.DO•A•1,DO)/(A•(2.DO•A+1.Do))•V•U 
fv:::Nt 1 
IF(DAHSCU)•EP8)15,16,\6 

15 ERF:2.DO/PI•S 
f-IE TURN 

10 F~DtXP($Y)/(X•PI) 
U:::·l. DO 

20 R:StU 
;\:::DflU: (FLOAT (N)) 
U:::•(2,DO•A·1.D0)/(2.DO•Yl•U 
N:<N+·1 
IF(DABS(U•FJ•EPSJ21,21,20 

21 ERF:1.DO•F*S 
RETURN 
END 



)( ERF(X) X !'RF(X) 

0,5 0.52049 5.5 1,00000 
1. 0 0.8,4270 6.0 1.00000 
1 • 5 0.96610 6.5 1.00000 
2.0 0,99532 7,0 1.00000 
2.5 0.99960 7,5 1.00000 
3.0 0.99998 8,0 1,00000 
3.5 1.00000 II,'> 1.00000 
4.0 1.00000 9,0 1.00000 
4.5 1,00000 9.5 1.00000 
;.o 1,00000 10.0 1,00000 

3.29. Lagrangeov in terpolacioni polinom za funkciju x -+ f ~x ), za interpolacione 
cvorove xi (i == 1, ... , n), ima oblik 

P(x)=t (x-x 1 ) ... (x-xi 1)(x-xi+ 1)· .. • (x-xJ f(x.) . 
. _ 1 (x x ) ... (x.- x. 

1
)(x.- x.+ 

1
) ... (x.-x ) 1 

1- i - 1 1 1- 1 1 1 n 

Uzimajuci za interpolacione cvorove x. == x + (i -- 1) h (i = 1, ... , n), 
I 0 

X 0 "' 0, h "' 0.5, n "' 10, sastaviti program za izracunavanje vrednosti polinoma P 
(za funkciju f(x) =ex sin x) u m zadatih tacaka. 

ReSenje: Program i izlazni rezultati imaju oblik: 

c ===============================~====~======= 
C LAGRA~GE•OVA INTE~POLACIJA 

c ============================================ 
REAL L(20) 
DIMENSION X(20),Y(20l,XP(20l 
FF(Xl=tXP(X)*SlN(X) 
REAOIH,5l N,xo,ox 
READ(H,5) M,(~P(J),I:1,M) 

5 FORMAT(l2/(8F10,0)) 
DO 7 I=1,N 
X(J):XO+OX•FLOATCI•1l 

7 YCil=f'FCXCI)) 
wRITE ( 5, 40) 

40 FORMATC1H1,1.!X, 1 K1 ,:SX, 1 X1 ,11X,'F',14X,'FT 1 /) 

DO 25 K:1,M 
DO 10 J:1,N 
L(J):::1, 
DO 10 I:::1,N 
lFCI~J) 15,10,15 

15 L(J):L(J)*(XP(K)•X(!))/(X(J)RX(l)) 
10 CONTINUE 

F=o. 
DO 20 l:1,N 

20 F=F+L(I)•Y<Il 
FT:Ff.-(XP(K)) 

25 WHIT~(5,30) K,XP(K),F,FT 
30 FORMA11110,F6.2,2F15,7) 

CALL U<IT 
E !Jl'> 
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K )( F FT 

1 0.22 o.no:11oB 0,271930!! 
2 0.76 1.47.53741:1 1.4731042 
3 1.2!\ 3.4455431 3.4456384 
4 1.94 6.4898572 6.4898362 
5 2.?3 6,1342893 6.134~211 
6 3.14 0.0367036 0.0367950 
7 3,6'5 ~18.72M6777 ~18,7289619 

8 ,, • 35 ~72 .4501190 ~72,4464188 

+= 
3.30. Napisati program za sumiranje sporokonvergentnog reda k~o uk(x), gde je uk (x) = 

= ( -l)k -,z +
4
1
-, - , za x = 0 (0.5) 5, primenom nelinearne transformacije 

~.c • x . 

s s -s• 
T -T(S)·-s n+l n-1 n ( I 2 ) 

n n n n+ I S + S ·-- 2S n = , , .... 
n+l n-1 n 

n 
gdeje Sn = k~o uk (x). Sumiranje prekinuti kadaje ispunjen uslov 

I Tn+ I - Tn I< e, gde je e = w-s. Na izlazu stampati 

X 

x.x 
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N S (N) T (N) 

XX X.XXXXXXXE±XX X.XXXXXXXE±XX 

Resenje: Program i izlazna lista imaju oblik: 

C••==~=~=======••=••====•=•=••••••••••••••=•••••••••~====•••• 
C JZRACUNAVANJ~ SUME SPOAQKONVERGENTNDG MEDA 
C••••==••••===~==••••===•=•===••••=========••=•===•=•••••••== 

FI(I,XJ•-CFLOAT(2•1•1)+X)/(FLDAT(2•1+1J+X) 
WA11EC5,100) 

100 FORMAT(4X, 1 SUMIRANJE SPOAOKONVERGENT~OG REDA 1 // 

13X, 1 X1 ,4X, 1 N1 ,7X,'S(N) 1 ,11X, 1 T(N) 1 /l 
READ(8,200)XP,XK,DX,EPS 

200 FORMAT(3F5.2,E~.1l 
X•XP 

22 U0•4.1C1.+XJ 
U•a4.1C3.+Xl 
1=0 
S1•UO 
A1:::1.E10 
I=1 
S•IJO+U 
S2:::S 

10 1=1+1 
U•U*fi(l,Xl 
S::StU 
S3"S 
A2=S3•(S3•S2l••21(81+S3•2,•S2l 
TF(A~S(A2•A1)•tPS) 20;20,15 



15 S1=S2 
S2=S3 
A1o;A2 
GO TO 10 

20 ~RITE(~u30)X,I,S3,A2 
30 FORMAT(2X,FJ.1,2X,I3v2(1X,E14.7)) 

lF(X,GE,XK)GO TO 11 
)(::::)(+0)( 

GO TO 22 
11 C.tiLL EXIT 

END 

SUMIRANJE SPOROKONVERGENTNOG REDA 

)( N 3 (I<) T("J) 

o.o 38 0,3167229E+01 0 .3'141597£+01 
o.s 3/J 0,19754561:':+01 0,1949987E+01 
1. 0 37 0.1360324Et01 0.13862891:.+01 
1 • 5 37 0.1031:S414Et01 0.1064211E+01 
2.0 37 o.a327705Et00 0, 85'!4028E+OO 
2.5 37 0,6912112E+OO 0.7166805E+OO 
3,0 36 O,l'd96754E+OO 0,6137105E+OO 
3.5 3b 0.561)863EtOO o.5357888E+oo 
4,0 36 0.5005631Et00 0,4749.S09Et00 
4.~ 36 0,4516462Et00 0.426'1771E+OO 
5.0 35 0.360.3248E+OO 0,3862897Et00 

Date su matrice A= [a .. ] i B =[b .. ] (n ~ 20 m ~ 8) OdredHimat-
, ,.... , . . II nxm IJ nxm ' ' 

C ClJI su element! odredeni formulama 

a .. + b .. 
I) lj 

(a .. <b .. ), 
I] l] 

c .. = a .. ··- b .. 
I] I] IJ 

(a .. >b .. ), 
·I) l] 

a .. h .. 
I] I] 

Na listi stampati elemente mat rica A, B, C. 

C::::::"'~"""""'~~====~~~====~==~;~=~~g~~=====~::::::::::::::::::::::::::: 
c 
C========================a::::::::::a::•===•====:::::::::::::::::a::::a:::~====== 

DIMENSION A(20 9 h),B(20,~),C(20,8) 
C UCITAVANJE MATRICA A I R 

READ(8,1)N,M 
FORMAT ( l?, I 1) 
~EAn(R,2)((A(J,J),J:1,M),I:1,N),((B(I 1 J),J::::1,MJ,I=1,N) 

2 FORMAT(<M>F8.2) 
C IZAACUNAVANJE C 

DO 11 I "'I, :V 
00 11 J:::1,M 
I~(A(l,J)•B(J,J))10,20,~0 

10 C(I,Jl~A(I,Jl+B(!,Jl 
GO 10 11 
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20 C(I,Jl=ACI,J)*A(I,J) 
GO TO 11 

30 C(I,Jl=A(I,J)•A(I,JI 
11 CONTINUE 

C STAMPANJ~ !ZLAZNIH RElULTATA 
l1=1HA 
I2=1HB 
13=1 HC 
~RITE(5,100)I1,((A(I,J),J•1,M),I•1,N) 
WRJTE(5,100jl2,((8(1,Jl,J=1,M),I•1,N) 
~RITE(S,100)13,((C(J,JJ,J•1,M),I~1,N) 

100 FUR~AT(//cM•5·4>X,•MATRICA •,A1 //(C~>(2X,F8,21 )) 
CALL EX! T 
END 

1.00 
s.oo 
9.00 

9.00 
5.00 
1. 00 

10.00 
2 5-.00 
ll.oo 

~IATRICtl 

2,00 
6,00 

10,00 

MATRICA 

10.00 
6,00 
2.00 

MATR!CA 

12,00 
.36,00 
8,00 

A 

3.00 
7,00 

.11 • 00 

B 

11.00 
7.00 
3,00 

c 

14,00 
49,00 
ll.oo 

4,00 
8,00 

12.00 

12,00 
8.00 
4,00 

16,00 
64.00 
a.no 

3.32. Napisati program za transponovanje mai:rica A "' [ar ]m xn ne koristeci pomoc
na polja u centralnoj memoriji, vee pomocu upisa na ctidk i ucitavanja sa diska di
rektno u transponovanom obliku. Na izlazu stampati matricu A i njenu transpo
novanu matricu. 

Reiienje: Program i izlazni rezultat za konkretno datu matricu A tipa 3x4 ima 

oblik: 
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C•=======•=======•==•===•===•:::::::::::::::================ 
C T~ANSPONOVANJE MATRICE UPISOM NA DISK I ODGOVARAJUCI~ 
C UC1TAV4NJEM SA DISKA 

DIMENSION 4(50,SO) 
DEFINE FILE 1(50,100,U,IIJ 

C UCITAVANJE MATRICE A 
REA[>(8,10)M 6 1~ 

10 FORMAT(2l2) 
READ(8,20)((A(l,J),J•1,NJ,I:1,M) 

20 FORMAT(cN>F8.2) 
C STAMPANJE MATRICE A 

NRITE(5,30)((A(I,JJ,J:1,Nlol:1,M) 
30 FOR~ATC//CN•5·4>X, IMtiTRICA A1 //(cN>(2X,F8.2) )) 



C UPIS NA DISK 
I I" 1 
DU.11 I:1,1~ 

11 ftRITE(1 1 1IJ(A(I,J),J:1,N) 
C UCITAVANJE SA DISKA 

II:1 
00 22 I:1,M 

2? ~El\D(1 1 II)(A(J,IJ,J:1,N) 

C STA~PANJE TRANSPUNOVANE MATRICE A 
~RITE(5,40)((A(I,Jl,J:1,MJ,I:1,N) 

40 FORMAT(//<M*5~4>X, 1 MATRICA A~ TRANSP, 1 // 

1 (<1~>(2X,F8,2) ) ) 
CALL EXIT 
ENO 

1. 00 
5.00 
9,00 

1. 00 
2,00 
3,00 
4.00 

MATRICA 

2,00 
6,00 

10,00 

r-'•ATRICA A 

s.oo 
6,00 
7. 00 
8,00 

~ 

A 

3.00 
7,00 

i 1 , () IJ 

TRANSP. 

9,00 
10,00 
11.00 
12,00 

4,00 
8,flO 

12.00 
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4. NUMERiCKJ METODI U LINEARNOJ ALGEBRI 

4.1. ELEMENT! MATRICNOG RACUNA 

4.1.1. LR faktorizadja kvadratne matrice 

Cesto se kod resavanja sistema linearnihjednacinajavlja problem predstavlja
nja kvadratne matrice kao proizvod dve tiougaone matrice. Ovaj odeljak posvecen je 
ovom problemu. 

Teorema 1.1.1. Ako su sve determinante 

6 = 
k 

ail ... atk 

(k = 1, ... , n-1) 

razlicite od nule. matrica A= [a .. ] moze se predstaviti u obliku 
IJ nxn 

(1.1.1) A =LR, 

gde je L donja i R gornja trougaona matrica. 
Trougaone matrice L i R recta n, imaju obi ike: 

(1.1.2) L = [lij]nxn (lij = 0 <;= i <j), 

(1.1.3) R=[rij]nxn (rij=Q<c=i>j). 

Razlaganje (1.1.1), pozna to kaci LR faktorizacija ( dekompozicija), nije jedin· 
stveno, s obzlrom na jednakost 

l 
LR=(cL)(-R) (Vc*O). 

c 

Mecluttm, ako se dijagonalnim elementima matrice R (ili L) fiksiraju vrednosti od 
kojih nijedna nije jednaka nulL .c1zlaganje je jedinstveno. 

S obzirom na ( 1.1. 2) i (1.1.3) i imajuci u vidu da je 

max(i.j) 
a .. =~ /.kr1. (i,j=J, ... ,n) 

IJ k~I 1 q 
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elementi matrica L i R mogu se lako odrediti rekurzivnim postupkom, ukoliko se 
unapred zadaju elementi rii (#: 0) ili Iii(#: 0) (i =I, ... , n). 

Tako, na primer, neka su dati brojevi r. ( * 0) (i = 1, ... , n). Tada vaii 
ll 

au 
l =
il r 

II 

1 i-1 
(i) 1 .. =-(a .. -~ l.1rk.), 

11 /'.. II k=1 I{ I 
II 

1 i-1 
r .. =-(a .. - ~ l.krk.) 

1] /.. 1] k= l I ] 
II 

(i = 2, ... , n); 

(j=i+1, ... ,n); 
I . 

1 l =-. 1-:;-
ji r (a .. --~ l.trk.) 

jj ]I k= 1 ] ( 1 

(i=2, ... ,n). 

Slicno bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za odrec!ivanje elemenata 
matricaL i R ako su unapred dati brojevi Iii (#: 0) (i = 1, ... , n ). 

U primenama, najcesce se uzima rii = 1 (i = 1, ... , n) iii Iii = I (i = 1, ... ,n). 

U primenama vrlo cesto se javljaju viSedijagonalne matrice, tj. matrice ciji su 
elementi razliciti od nule samo na glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale. Na pri
mer, ako je ai. * 0 za I i-j I~ 1 i ai. == 0 za I i-j I> 1, matricaje trodljagonalna. 
Obicno elemebte ovakve rna trice pre<fstavljamo vektorima (a 2 , .•. , an), (b 1 , •• • b 

11
), 

' c ) t' (Cl'' .. , n-1, J· 

(1.1.4) A= r
l 

2 

0 

o ... o ol 
c2 0 0 

b3 0 0 

~ 0 

Ako J·e a .. * 0 ( I i--ii~ 2) i a .. = 0 ( I i-jl > 2), imamo slucaj pentodijago-
,1 l] 

nalne matrice. -
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Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (1.1.4) ispunjava uslove teore
me 1.1.1. Za dekompoziciju ovakve matrice dovoljno je pretpostaviti da su 

{31 0 0 ... 0 0 

<X2 {32 0 0 0 

L= 0 u:3 {3 3 0 0 

0 0 0 <X {3n n 

I 'Y1 0". 0 0 
0 I 'Y2 0 0 

R= 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 1 

Uporeaivanjem odgovarajucih elemenata matrica A i rna trice 

f31'Yl 0 
<X2 'Y 1 +{32 {32 'Y2 

<X3 <X3'Y2+{33 

0 0 0 

0 
0 

0 

0 

0 
0 

dobijamo sledece rekurzivne fonnule za odreclivanje elemenata u:i, {3i' ri: 

C1 
'Y1 =-{3 ' 

. 1 

Cj 
ri=~ (i=2, ... ,n--l), 

I 

4 .1.2. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica 

Definicija 1.2 .1. Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n. Svaki vektor 

x EC'11, koji je razlicit od nula-vektora, naziva se sopstveni vektor rna trice A ako 
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postoji skalar AEC tal<av da je 

(1.2.1) At=f....t. 
Skalar 'A naziva se odgovarajuca sopstvena vrednost. 
S obziiOrn da se (1.2.1) moze predstaviti u obliku 

(A-f....I) 1= 0, 

zakljucujemo da jednacina ( 1. 2.1) irna netrivijalna resenja (pox) ako i sarno ako je 

det (A -'AI)= 0. 

4.2. DIREKTNI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI 

4.2 .1. Uvodne napomene 

Numericki problemi u linearnoj algebd rnogu se klasifikovati u nekoliko gru-
pa: 

1° Resavanje sistema linearnih algebarskih jednacina 

-)> 0 
A X =b 

sa regularnom matricom A, izracunavanje determinante od A i inverzija matrice A; 
2° Resavanje proizvoljnog sistema linearnih jednacina metodom najmanjih 

kvadrata; 
3° Odreaivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora date kvadratne mat-

rice; 
4° Resavanje zadatka linearnog programiranja. 
Za resavanje ovih problema razvijen je citav niz metoda, koji se mogu podeli

ti u dve klase. 
Prvu klasu ovih metoda cine tzv. direktni metodi iii kako se ponekad naziva

ju tacni metodi. Osnovna karal(teristika ovih metoda je ta da se posle konacnog 
broja transformacija (koralca) dolazi do rezultata. Ukoliko bi se sve racunske ope
racije izvodile tacno, dobijeni rezultat bi bio apsolutno tacan. Naravno, kako se 
proces racunanja izvodi sa zaokrugljivanjem medurezultata, konacan rezultat je og
ranicene tacnosti. 

Drugu klasu metoda cine iterativni metodi, kod kojih se rezultat dobija posle 
beskonacnog broja koraka. Kao pocetne vrednosti resenja, kod primene iterativnih 
metoda, najcesce se koriste rezultati dobijeni nekim od direktnih metoda. 0 opstoj 
teoriji iterativnih procesa bilo je reci u trecoj glavi. u poglavlju 4.3 izlozicemo glav
ne osobine iterativnih metoda koji se koriste u linearnoj aJgebri. Napomenimo da 
se kod resavanja sistema sa velikim brojem jednacina, kakvi se javljaju pri resavanju 
parcijalnih diferencijalnihjednacina, koriste uglavnom iterativni metodi. 
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4.2 .2. Gaussov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa 

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jednacina 

(2.2.1) 

iii u matricnom ohliku 

(2.2.2) 

gde su 

a11 alz ... ai~ bl 

a21 a22 ary b2 .n _,. 
A= b == 

--> 
,X= 

b 
n 

X1 

x2 

Za sistemjednacina (2.2.2) pretpostavljamo da imajedinstveno resenje. 
Poznato je da se resenja sistema (2.2.1), tj. (2.2.2), mogu izraziti pomocu 

Cramerovih formula 

clet A i 
x.=---

1 detA 
(i == l, ... ,n), 

--> 
gde je Ai matrica dobijena iz matrice A zamenom i-te kolone vektorom b. Medu-

tim, ove formule su nepogodne za prakti6na izracunavanja, s obzirom da je za iz
racunavanje n + 1 determinanata potreban veliki broj racunskih operacija. Nairne, 
ako bismo vrednost determinante n-tog reda izracunavali razvijanjem determinante 
po vrstama iii kolonama, potrebno je izvriliti Sn = n!-1 sabiranja i Mn==n! (e-1) 
tnnozenja (n > 4), sto znaci da je ukupan broj racunskih operacija Pn == Mn + Sn =: 
=:n!e. Pod pretpostavkom da je za obavljanje jedne racunske operacije potrebno 
100 JJ.S, sto je slucaj kod brzih racunara, to bi za izracunavanje vrednosti determi
nante tridesetog reda (n == 30) bilo potrebno oko 2.3 · 102 0 godina. Uopsteno go
voreci ovakav postupak je prakticno neprimenljiv, vee za determinan te redan > 5. 
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Jedan od najpogodnijih direktnih metoda za resavanje sistema lineamih jed
nacina je Gaussov metod elimi..'1acije. Ovaj metod se zasniva na redukciji sistema 
(2.2.2), primenom ekvivalentnih transformacija, na trougaoni sistem 

(2.2.3) 

gde su 

R= 

1'11 ~'1z ... l'ln 

rzz r2n 

I' nn 

C1 

c2 

'i!= 

en 

Sistem (2.2.3) se resava sukce~ivno polazeCi od poslednje jednacine. Nairne, 

Cn 
X=-

n r ' 
nn 

l n 
x. ==- (c. - ~ r. x ) ( i = n-l, ... 1). 

I /'.. I k = j + l lk k 
11 

Napomenimo da su koeficijenti ru =I= O,jer po pretpostavci sistem (2.2.2), tj. (2.2.3) 
ima jedinstveno reiienje. 

Pokazacemo sada kako se sistem (2.2.1) moze redukovati na ekvivalentan sis
tern sa trougaonom matricom. 

Pod pretpostavkom da je a 1 1 =I= 0, izracunajmo najpre fal{tore 

( i = 2, ... , n), 

a zatim mnozenjem prve jednacine u sistemu (2.2.1) sa mil i oduzimanjem od 
i-te jednacine, dobijamo sis tern od n-1 jednacina 

a<2 )x + ... +i2 )x =b( 2 ) 
22 2 2n n 2 ' 

(2.2.4) 

gde su 



Pod pretpostavkom da je a <2 l =F 0, primenjujuci isti postupak na (2.2 .4) sa 
22 

mi
2 

= agl ;a;;) (i = 3, ... , n) dobijamo sistem od n-2 jednacine 

a ( 3) ,. + + a ( 3 ) x = b ( 3 l 
33 "'3 · · · 3n n 3 ' 

a< 2 lx + ... +a(n)x =b( 3 ) 
n3 3 nn n n ' 

gde su 

a.~ 3 )=a<?l-m. a< 2 l 
IJ IJ 12 2) ' 

b(3)_b(2) b(2) (' '-3 ) 
i - i - mi2 2 1• 1 - ' · · · ' 11 • 

Nastavljajuci ovaj postupak, posle n-1 koraka dolazimo do jednacine 

a<n) X = b(n) . 
nn n n 

Iz dobijenih sistema, uzimanjem prvih jednacina, dolazimo do sistemajedna-
cina 

pri cemu smo stavili a<1 > =a .. , b( 1 l =b .. 
IJ IJ I 1 

Navedena trougaona redukcija fli kako se cesto kaze Gaussova eliminacija, 
se svodi na izracunavanje koeficijenata 

a(k) 
ik 

m =-- a~.k+i)=a(.k)- m. a<~) b~k+i) =b~k)- m.khk(k) (.i,j=k+ 1, ... ,11) 
ik ' IJ Jj Jk lq I J I a (I< l 

kk 

za k = 1.2 .... , 11-1. Primetimo da su elementi matrice R i vektora 1 dati sa 

r. =a(.i) c.= b(il 
IJ IJ ' I J 

( i = I , . . . , 11 ; j = i, . . . , n ) . 
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Da bi navedena redukcija egzistirala. potrebno je obezhediti uslov aC~/ -F 0. 
Elemcnti a~~) su poznati kao glavni elementi iii stozerski elementi". Pod pretpos-

tavkom da je matrica A sistema (2.2.2) regularna. uslove a~1~) * 0 moguce je obez

bediti permutacijom jednacina u sistemu. 

StaviSe, sa stanovista tacnosti rezultata potrebno je koristiti tzv. strategiju 
izbora glavnog elementa. Modifikacija Gaussovog eliminacionog mdoda u ovom 
smislu, naziva se Gaussov metod sa izborom glavnog elemcnla. Prema ovom metodu 
za glavni element u k-tom eliminacionom koraku uzimamo element a /t) za koji 

je Ia<~> I= max Ia~~) I, uz permutaciju k--te i r--te vrste. 
r k~i~n 1 

Ako dozvolimo i permutaciju nepoznatih najbolje je za glavni element u 
k-tom eliminacionom koraku uzeti element a/skl, za koji je I a(k) \=max \.a("ll 

1 ' k• . .i,Vn l.l 

uz permutaciju k-te i r-te vrste i k-te is-· te kolone. Ovakav pustupak sc naziva 
metod sa totalnim izbororn glavnog elementa. 

Moze se pokazati (videti [2] ) da ukupan broj racunskih operacija u Gausso
vom metodu iznosi 

l 
N(n)=-(4n 3 +9n 2 -7n). 

6 

Za dovoljno veliko n imamo N (n) == 2n 3 /3. Dugo vremena se mislilo da je Gau
ssov metod najoptimalniji u pogledu broja racunskih operacija. U novije vreme V. 
Strassen je, uvodeci iterativni algoritam za mnozenje i inverziju matrica, dao jed an 
metod za resavanje sistema lineamih jednacina, kod koga je broj racunskih ope· 
racija reda n10 g2 7 . Strassenov metod je, dakle, optimalniji od Gaussovog metoda 
(log2 7 < 3). 

Trougaona redukcija obezbeauje lako izracunavanje determinante sistema. 
Nairne, vazi 

detA=a(l)a(z) a<nl. 
l l 22 · · · nn 

Ukoliko je koriscen Gaussov metod sa izborom glavnog elementa treba samo vo
diti rae una o broju permu tacija vrsta (i kolona kod metoda sa totalnim izborom 
glavnog ~lementa), koje uticu na znak determinante. Ovakav nacin za izracunava
nje deterrninaote je veoma efika~an. Na primer, za izracunavanje determinante re
cta n = 30, pottebno je 0.18 s, ako se jedna racunska operacija obavlja za I 0 ps. 

*) Na englesk·'m jeziku pivotal element,ili prosto pivot. 
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4.2.3. Inverzija matrica pomocu Gaussovog metoda 

Neka J·e A= [a .. ] regularna matrica i nekaje 
· IJ n xn 

X1 I X12 · .. x,n 

X21 X22 X2n 

X= ,.-')> ---;. ---;. 1 = [x 1 x 2 ..• X 11 

lx"' xn2 Xnn 

njena in verzna matrica. Vektori 1 1 , 12 , ••• , 111 su red om prva, druga ..... n-~ ta 

kolona rna trice X Definisimo vektore e1 , ~' ... , 1;1 pomocu 

~- ·T -""_ T -+_ T e1- [I 0 ... OJ , e2 - ro 1 ... 0 J , .. : , e
0

- [0 0 ... I] . 

S obzirom na jednakost AX = [A 11 A "12 ••• A 111 ] =I= [11 12 ... 1n ], prob

lem odreaivanja inverzne matrice moze se svesti na resavanje n sistema linearnih 
jednacina 

(:2.3.1) (i= 1, ... ,n). 

Za resavanje sistema (:2.3.1) pogodno je koristiti Gaussov metod, s obzirom 
da se matrica A pojavljuje kao matrica svih sistema, pa njenu trougaonu redukciju 
treba izvrsiti samo jednom. Pri ovome sve elementarne transformacije koje su pot
rebne za trougaonu redukciju rnatrice A treba primeniti i na jedinicnu matricu 

I = [ 11 e2 ••• 111 ]. Na taj nacin se matrica A transformise u trougaonu matricu 
---?> -:> ->-

R, a matrica 1 u matricu C = [ c1 c2 .•. c
11 

]. Najzad, ostaje da se rese lrougaoni 
sistemi 

R X.= ;! 
I i (i=l, ... ,n). 

4.2 .4. Faktorizacioni metodi 

Faktorizacioni metodi za resavanje sistema linearnih jednacina zasnivaju se 
na razlaganju matrice sistema na proizvod dve matrice ciji je oblik takav da omo
gucava svoaenje sistema na dva sistema jednacirla koji se jednostavno sukcesivno 
resavaju. U ovom odeljku ukazacemo na metode zanovane na LR faktorizaciji 
rna trice (videti odeljak 4.1.1 ). 

Neka je dat sistem jednacina 

(2.4.1) 
-+ ---;. 

A X =b' 

sa kvadratnom matricom A, ciji su svi glavni dijagonalni minori razliciti od nule. 
Tada, na osnovu teoreme 1.1.1, postoji faktorizacija matrice A = LR, gde je L do
nja i R gornja trougaona matrica. Faktorizacija je jednoznacno odreaena, ako se, na 
primer. usvoji da matricaL ima jedinicnu dijagonalu. U tom slucaju, sistem (2.4.1 ), 
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-? 

tj. sistem LR X= b, se moie predstaviti u ekvivalentnom obliku 

(2.4.2) 
-? -? 

Ly =b, 
-+ -? 

Rx = y. 

Na osnovu prethodnog, za resavanje sistema jednacina (2.4.1), moze se for
mulisati sledeci metod: 

I 0 Stavimo /ii = 1 (i = 1, ... , 11 ); 

2° Odredimo ostale elemen te rna trice L = [ / .. ] i rna trice R = [ r .. ] 
(videti odeljak 4.1.1); 

lJ n x n tJ n xn 

3° Resimo prvi sistem jednacina u (2.4.2); 
4° Resimo drugi sistemjednacina u (2.4.2). 
Koraci 3° i 4° se jednostavno izvode. Nairne, neka su 

Tadaje 

(i = 2, ... , n) 

n Yn x =-,x.=-
n r t r .. 

(y.~ 2: r.Ixk) 
I k =i+ I I< 

( i = 11~ I , ... , I ) . 

nn 11 

lzlozeni metod se u literaturi srece kao metod Haleckog. U slucaju kada je 
matrica A normalna, tj. kada je simetricna i pozitivno def1nitna, metod I-laleckog 
se moze uprostiti. Nairne, tada se moze uzeti da je L = RT. Dakle, treba odrediti 
faktorizaciju matrice A u obliku A = R'~'R. Na osnovu fommla iz odeljka 4.1.1 za 
clemente matrice R vaze formule 

(j = 2, ... , n) , 

( i = 2, ... , 11). 

i~ l 
l' =-
' ii r .. 

II 

(a .. - 2: r
1 

.r
1 

. ) 
IJ k= I u <J 

(j=i+l , .... n) 

U ovom slucaju sistemi (2.4.2) postaju 
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Primedba 2.4.1. Determinanta normalne matricc se moze izracunati po metod: 
kvadratnog korena kao 

Faktorizacioni metodi su narocito pogodni za resavanje sistema linearnih 
jedna_sina, kod kojih se matrica sistema ne menja, vee samo vektor slobodnih cla~ 
nova b . Ovakvi sistemi se cesto javljaju u tehnici. 

Sada cemo pokazati da se Gaussov metod eliminacije moze in terpretirati kao 
LR faktorizacija matrice A. Uzmimo matricu A takvu. da prilikom eliminacije ne 

"'+ 
treba vrsiri permutaciju vrsta i kolona. Polazni sistem oznacimo sa A< 1 ) -; = b( 1). 

Gaussov eliminacioni postupak daje n-1 ekvivalentnih sistema A (Z) 1 = b( 2 ) •...• 

A(n) X~- ~b (n) · " · A(k) · bl'l - , pn cemu matnca una o 1 c 

I,., a (I) (I) 
II 1 2 a lk · · · 

a<2) a<2) 
22 2k 

A(k) = 

a<k) 
kk 

a ( t) 
In 

a<z) 
2n 

a(k) 
kn 

a<k) a(l<) 
nk nn 

Analizirajmo modifikaciju elementa aij (= af.1 ) ) u procesu trougaone reduk-
cije.Kakoje,zak= 1,2, ... ,n-1, J 

( i, j = k + 1, ... , n) , 

a~k +I) = a. (k n) = = a<k +I) = 0 . ( . k 1 ) 
II 12 ' ' ' ik l = + > • • • 'n , 

sumiranjem dobijamo 

() ( ') i-1 
a .. = a .. 1 =a .. ' + 2: m a(k) 

IJ IJ I.J k=l Jk kj 
( i ~j) 

(i > j ). 
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Definisu6i mii = 1 (i = 1, ... , 11 ), poslednje dve jednakosti se mogu predstaviti 
u obliku · 

(2.4.3) - .Q (k) a .. - 2; m.1 ak. 
IJ k =1 I ( J 

(i, j = 1, ... , 11 ), 

gde je p =min ( i, j). Jednakost (2.4.3) ukazuje da Gaussova eliminadja daje LR 
faktorizaciju matrice A, gde su 

L= ' 
R= 

r12 ... rl•l 
,, ,,. I 

. rnnj 

i rkj = ak)k) . Pri programskoj realizaciji Gaussovog metoda u cilju dobijanja LR 
faktorizacije matrice A, nije potrebno koristiti nove memorijske elemente za pam
cenje matrice L, vee je pogodno faktore mile smestati na mesto koeficijenata matri
ce A koji se anu!iraju u procesu trougaone redukcije.Na taj nacin, posle zavriiene tro
ugaone redukcije, na mesto matrice A biCe memorisane matrice L i R, prema slede· 
coj Semi 

D 
Uocimo da se dijagonalni elementi matrice L, koji su svijednaki jedinici, ne moraju 
memorisati. 

Metod Haleckog, zasnovan na LR faktorizaciji, primenjuje se u slucajevima 
kada matrica A ispunava uslove teoreme 1.1.1. Meoutim, primenljivost ovog metoda 
moze se proSiriti i na druge sisteme sa regularnom matricom, uzimajuci u obzir per
mutaciju jednacina u sistemu. Za faktorizaciju iskoristjmo Gaussov eliminacioni 
metod sa izborom glavnog elementa. Pri ovome bice LR =A', gde se matrica A' do
bija iz matrice A konacnim brojem razme11a vrsta. Ovo znaci da u procesu elimina
cije treba mcrnmisati n:iz indeksa glavnih elemenata f ~~. (p 1 , ..• , Pn- 1), pri cemu 
je Pic broj vrste iz koje se uzima glavni element u k--tom eliminacionom koraku. 

-+ 
Kod resavanja sistema A· X= b, neposredno posle fr.ktorizacije treba, u skladu sa 

nizom indeksa I, permutovati koordinate vekwra b. Na taj nacin se dobija trans
-+ 

formisani vektor b ', pa se resavanje datog sistema svodi na sukcesivno resavanje tro-
ugaonih sistema 
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4.3. ITERATIVNI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI 

4.3.1. Uvod 

Posmatrajmo sistem linearnih jednacina 

a 11 x 1 +a 12 x 2 + ... +a 111X 11 =b 1 , 

a21 x 1 +a22 x 2 + ... +a
211

X
11 

=b 2 , 

(3.1.1) 

koji se moze predstaviti i u matricnom obliku 
--'> 

(3.1.2) A x=b, 

gde su 

a11 al2oo•ain I X! bl 

a21 a22 a2n I x2 b2 

'l,J 
4 

A= b = 

ani an2 ann J b 
11 

Uvek u ovom poglavlju, pretpostavljamo da sistem (3.1.1), tj. (3.1.2) imaje
dins tveno resenje. 

Iterativni metodi za resavanje sistema (3.1.2) imaju za cilj odredivanje reiienja 

x sa unapred zadatom tacnoscu. Naime, polazeci od proizvoljnog vektora )!Co} 

( = [ i\0 l ... ·x~0 l ]T ). iterativnim metodama se odreduje niz 1Ck) (x(k l = 

= [ x 1 (k) ... x
11 

(k) JT) takav daje 

lim. JtCk) = x. 
k-_,.+':xl 

4.3.2. Metod proste iteracije 

Jedan od najprostijih metoda za resavanje sistema linearnih jednacina je me
tod proste iteracije. Za primenu ovog metoda, potrebno je prethodno sistem (3. 1.2) 
predstaviti u ekvivalentnom obliku 

(3.2.1) 
-> --? -> 
x=Bx+[J. 

Tada je metDd proste iteracije dat sa 

(3.2.2) -; (k l = B--; \k -- 1 >+ iJ (k = 1,2. 0 0 0 ). 
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Ako se pone od proizvoljnog vektora 1<0 >, pomocu (3.2.2) generise se niz 

{ 1<k)} , koji pod izvesnim uslovima konvergira resenju datog sistema. 

Akoje 

b,, b1z ... b1n 01 

bz, b22 b2n 02 

B= o= 
b n1 bn2 b On nn 

iterativni metod (3. 2.2) moze se predstaviti skalarno 

X(k)=b x (k-1)+ +b x<k-1)+(.1 
1 1 1· 1 . . . 1 n n 1-'l ' 

x(k)=b x<k-1)+ +b x (k-l)+f.l 
2 2 l l · • · 2 n n ~-' 2 ' 

gde je k = 1 ,2, .... 

Moze se pokazati (videti [2]) da iterativni proces (3.2.2) konvergira ako su sve 
sopstvene vreclnosti mi\tirce B po modulu manje od jedinice. S obzirom da je odre
O.ivanje sopstvenih vrednosti matrice dosta komplikovano to se kod prakticne pri
mene metoda proste iteracije ispituju samo tzv. dovoljni us!ovi za konvergenciju. 
Naime, za matricu B se mogu definisati razlicite nonne, kao na primer, 

2 1/2 
II B 11 1 == (~ b .. ) , 

•. IJ 
I,] 

(3.2.3) II B 11 2 == max £ I b .. I 
j j=l I] 

II B 11 3 ==max ~ I b .. l 
j i= 1 IJ 

Nije teSko pokazati cia iterativni proces (3.2.2) konvergira ako je II B II< 1, 
pri proizvoljnom pocetnom vektoru :Jt<o). 

4.3 .3. Gauss-Seidelov metod 

Gauss-Seidelov metod se dobija modifikacijom metoda proste iteracije. Kao 

sto smo ranije vi deli, kod metoda proste iteracije, vrednost i-te komponente xi (k) 
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vektora j(k) izracunava se na osnovu vrednosti x
1 
(k- 1 l, ... , x

11 
(k-- 1 l. tj. 

x(k) = £ b .. x.<k-1 l + ~-
1 j=1 lj J l 

(i=l, .... ll; k=l,2, ... ). 

Ovaj metod moze se modifikovati na taj nacin sto bi se za izracunavanje vrednosti 
(k)k . 'l d . (k) (k) (k-1) (k-1) t' x 1 onstlevre nostlx 1 , ... ,xi_

1 
,xi , ... ,x11 • J· 

i-1 n -> 
(3.3.1) x<kl=l: b .. x.<kl+L:b .. x~k-l)+~. (i=l .... ,n;k=!,2, .. ). 

l i=t lJ .I j=i lJ J l 

Navedena modifikacija metoda proste iteracije poznata je kao Gauss-Seide
lov metod. 

Iterativni proces (3.3.1) moze se predstaviti i u matricnoj formi. Naime, neka 
je 

gde su 

r 
0 0 0 0 

b2! 0 0 0 
Bl= 

bn ,n-1 0 

Tada (3.3.1) postaje 

(3.3.2) 
~ 

~(k)_B -+(k)+B ..... (k-1)+ R 
X - 1X 2X tJ 

bll bl2'"b1n 

0 b22 b2n 
B2= 

0 0 b nn 

( k = 1,2, ... ). 

Teorema 3.3.1. Pri proizvoljnom vektoru t< 0 l, iterativni proces (3.3.2) konvergira 
ako i samo ako su svi koreni jednacine . 

Jbll--A. bl2 ... b1n 

det [B 2 -(f-Bt) A.]= b21A. b22--A. b2n =0 

I 

Lbnl A. bn2A. bnn -A. 

po modulu manji od jedinice. 
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4.4. PROGRAMSKA REALIZACIJA 

Ovo poglavlje je posveceno programskoj realizaciji metoda izlozenih u ovoj 
glavi. Za uspesno pracenje materije u okviru ovog poglavlja neophodno je pozna
vanje celokupne materije izlozene u prethodnim poglavljima ove glave. 

U svim potprogramima koje dajemo, matrice se tretiraju kao vektori. 

4.4.1. Potprogram za transponovanje matrice MTRN ima oblik 

SUBROUTINE MTRN(A,~,N,MJ 
c 
C TRANSPONOVANJE MATRICE A 
c 

DlMtNSION A(1),B(1J 
!C=u 
DO 5 I::1,N 
IJ:JwN 
DO 5 J::i,M 
IJ:IJtN 
lC::ICt1 

5 B(IC):::A(JJ) 
RETURN 
END 

Parametri u. potprogramskoj listi imaju sledece znacenje: 
A ulazna matrica tipa NxM, koja se tretira kao vektor duz.ine NM (uzet kolo

na po kolona); 
B izlazna matrica tipa MxN (B =AT). Tretman matrice B je isti kao i tretman 

matrice A. 

4.4.2. Potprogram za mnozenje matrica A (tipaNxM) i B (tipa MxL) ima oblik 

c 
C MATRICA A TIPA N*M 
C MATRICA 8 TIPA M*L 
C ~ATRICA C TIPA N*L 
C MNOZENJE MATRJCA C::A*B 
c 

DIMENSION A(1),B(1J,C(1) 
Ic=o 
l2:::mM 
DO 5 J=1.L 
l2=I2tM 
DO 5 I:i,N 
IC=IC+1 
IA"ImN 
IB=I2 
C(IC) 0, 
DO 5 1\:::i,M 
I A.::: I At r~ 
If'=Iu+i 

' C(ICJ:::C(JC)+A(!A)*B(l8) 
RETUI~N 

EroD 

pri cemu je Cizlazna matrica (C "'AB) tipa NxL. 

4.4.3. Sastavimo program za oc!redivanje matrice BT A, koriscenjem prethodnih pot
programa, akn su matrice A i B date. Nekaje matricaA tipa NxM, a matrica B tipa 
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NxK (broj elemenata jedne i druge matrice nije veci od 1 00). 

Program ima oblik 

DIMENSION A(100),8(100),C(100) 
f!EALJ(8,10) N,M,K 

10 FOR~·IAT(312) 
Hl'';:;(\d>M 

NK:::!IH!K 
1\M::K*M 
f!EAU(H,20) (A(Jl,I•1,N~),(R(I),l:::1,NK) 

20 FO~MAT(16F5.U) 
CALL MTf!h(b,C,N,Kl 
CALL ~"'''AT ( C, A, R, K, I~, 1•1 l 
~klfE(~,30J ((H(J),J:I,KM,K),I:1,~l 

]0 FOf!~Al(5~, 1 MATRJCA C=H(TRJ•A 1 //(2X,CM>F6,1)) 
CALL DlT 
1::.1'<0 

Testirajuci ovaj program sa matricama 

I' 
3 0 

~ I~ -3 

0~ 4 1 4 -- 6 
A= L-~ 1 -2 B 

I 2 -1 2 
3 1 L-1 5 1 

dobijamo sledecl rezultat: 

MATHICA c=&crwJ•A 

1 • (J 2.0 o~,o ~1. i) 

~3.0 21 • () 11 • () ?9,0 
wH,O ~19 .o ~9.0 Q27 .o 

4.4.4. Metod Haleckog za resavanje sistema linearnih jednacina (videti odeljak 
4.2.4) moze se programski realizovati na sledeci nacin: 

Ca:::::::::::::::::::::;:;;:;;:;;:;:::::::::::::;:;::::::::::::::::::::::::;:;;:;;:;;:;;:;::::::::::::::::::::::::::::::::::::::;:;;:; 
C METOD HALECKOG 
C••====•••==%••••==••••••••==•••••=••=~==•==••=••••••=•=•=== 

OIMENSJON A(10,10),8(101 
33 READ(8,100) N 

100 FORMAT(I2) 
I F ( ~~ ) 11 , 2 2 , 11 

11 READ(8,101) (B(llvl=1,N) 
101 FOR~AT(8F10.4) 

READ(8,101) ((A{I,J),J:1,N),I:::1,N, 
WRlTE.(~,102) 

10;> FDR"-AT(I//5X, 1 1'~11TRICA 4 1 ,•((N~1H>12H>X, 1 VEKTOR >l' /) 
WRITE(5,103) ((A(l,J),J:::1,N),~(l),I•1,NI 

103 FOkMAT11X,c~>F12.7oF13./l 
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C FAKTORIZAC!JA ~ATRICE A U OBLJKU A:l•R 
ou 10 !:::2,111 

10 I\(1,I)::A(1d)/A(1,1) 
00 25 1=2,111 
11=1=1 
S::A(I,J) 
DO 20 1\:::1,!1 

20 S::::S=A(I,K)•A(K,I) 
A(l,I):::S 
IF(I,EQ,N) GO TO 40 
IJ:::It1 
DO 2~ J::IJ,N 
S:::A(!,JJ 
T:::A(J,J) 
DlJ .SO K:::1,I1 
S::S=A(l,KJ•A(K,J) 

30 T:::T~A(J,K)•A(K,I) 
A(I,J):::S/A(I,Il . 

2~ ACJ,I)::T 
40 WRIH(5,107J 

107 FURMATC//SX,'MATRICA L'l) 
00 111 1=1,"1 

111 wRIT~C5,10.S)(A(I,J),J:::1,I) 
•v fl I T t( 5 , 'Ill M l 

108 FO!<iviAf(//SX, 1 MATRICA R'll 
N1"N=1 

DO 222 1:::1 ,N1 
I I ::::1+1 

·"=N= I 
222 WNITE(5,99)(A(J,J),J:::II.N) 

•vRlTE(S,\19) 
99 Fllk~1 AT(<12•I=I'l>X, 1 1,0000001l 1 ,<1>1>F12,7l 

C NALAZENJt VE~TORA RESENJA 
R(1)::::B(1)/A(1,1) 
l)LJ '>~ 1=2,111 

11;;!-1 
r;u 45 K:::1, 11 

45 K(!)::::~(l)=A(l,Kl•~(K) 
55 fl(I)::I:l(l)/A(l,Il 

IJI.J 50 J:::1 ,N1 
I ::r,~J 

11=1+1 
I)IJ !lO K:::I1,N 

50 ~(l):::b(Il~A(l,K)*b(K) 
wldTI:(5,1t.l9) 

1() <) f I I"'" A T (I I 1 .s X , I v E K I 0 R R t ~E. I~ J A I /) 
wRITt(5,104) (R(I),J:::j,~) 

104 FURMAT(1?X,F12,7 l 
Gn 1 o 3.1 

2? CALL txll 
E~10 

Kod faktorizacije matrice A (= LR) uzeli smo u gornje trougaonoj matrici 
R jedinicnu dijagonalu, tj. rii = 1 (i =I , ... , n). Program je organizovan tako da 
se matrica A transformise u matricu A 1 , ciji se donji trougao (ukljucujuci i glavnu 
dijagonalu) poklapa sa matricom L, a strogo gornji trougao sa matricom R. Prime
timo da se dijagonalni elementi u matrici R ne pamte, vee se samo kod stampanja, 
pomocu naredbe FORMAT forma1no stampaju. Takoae, primetimo daje u odeljku 
4.2.4. uzetajedinicna dijagonala u matrici L. 
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Primenom ovog programa na jedan konkretan sistem jednacina dobijaju se 
sledeci rezultati: 

MA TfliCA ~ 

1,0000000 
O,OOOOOOLI 
3,0000000 
1,0000000 

1.1ATR!CA L 

1,0000000 
0,0000000 
.3,0000000 
1,0000000 

~·iATRICA R 

1,000000fJ 

4,0000000 
-1.0000000 
14,UOOOOOO 

2,0000000 

-1,0000000 
2,0000000 

-2,0000000 

4,0000000 
1,0000000 

'1,0000000 
1,0000000 
1.0000000 
1.0000000 

VEl< TOR B 

1. 0000000 3,0000000 9,0000000 
2.0000000 -1,0000000 0,0000000 
4,0000000 1,0000000 22.0000000 
2,0000000 9,0000000 14.0000000 

5,00()0000 
-j,OOOOOOO 2,0000000 

1,0000000 .3,0000000 
-2.0000000 1 ,0000000 

1,0000000 -2.00000(}0 
1 ,0000000 

4.4.5. Slicno se realizuje i metod kvadratnog korena za resavanje sistema linearnih 
jednacina sa simetricnom pozitivno clefmitnom matricom. U ovom slucaju dovoljno 
je ucitati samo elemente matrice A sa glavne dijagonale i, na primer, elemente iz 
gornje g trougla. 

Program i izlazna lista za konkretan sistem jednacina su dati u daljem tekstu. 
Napomenimo da je sa stanovista ustede memorijskog prostorapogodnije matricu A 
tretirati kao vektor. Medutim, zbog lakseg razumevanja citaoca, na ovom mestu. 
nismo postovali ovu pogodnost. 

Organizacija programa je takva da se pored resavanja sistema jednacina izra
cunava i determinanta matrice sistema. U izlaznoj listi donji trougao simetricne 
matrice A je izostavljen. 

c:=g=========:======~============~====~======~========~====~ 
C RESAVANJt SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA METODOM KVADRATNOG 
C. KORt:NA 
c=========================================================== 

UIMENSION A(10,101,~(10) 

3 REAI.J(Il,100) N 
100 FOR~1AT(l2) 

I F ( t~ ) 1 , 2 , 1 
C UCITAVANJE VEKTORA H 

1 READ(8,101l (B(l),I:1 1 NJ 
101 FORMATt8F10,4) 
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110 

C UCITAVANJE GORNJEG TROUGLA MATRIC~ A. 
REA0(8,101) ((A(l,J),J:J,N),I:1,~) 

V.kiTEC~,102) 
102 FURMA1(///5X, 0 MATRICA SISTEMA 1 /l 

wMITE(5,99) ((A(J,J),J:I,N),I:1,N) 
99 FORMAT(C12•1·11>X,cN•I+1>F12.7) 

WR1TE(5,105) 
105 FORMAT(//5X, 1 VEKTOH SLOSUDNIH CLANOVA 1 /) 

WR!TE(5,.13.5) (fl(l),I:1,<~) 

133 FOHMATI1X,1DF12.7) 
C NALAZENJE ELEMENATA GORNJE TROUGAONE MATRICE 

A(1,1):SQRT(A(1,1)) 
00 11 J:2,N 

11 A(1,J):::A(1,Jl/A(1,1l 
DO 12 I::2,N 
s:::o. 

IM1=I·1 
DO 13 K:1,IM1 

13 S::StA(K,I)•A(K,J) 
A(I,I):::SQRT(A(I,I)•Sl 
IF(I•N) 29,12,29 

29 IP1 :::1+1 
DO 14 J:::IP1 ,N 

s .. o. 
DO 15 K=1 ,IM1 

15 S:StA(K,IJ•A(K,J) 
14 A(I,J):(A(I,J)•S)/A(I,Il 
12 CONTINUE 

C IZRACUNAVANJE DETERMINANTE SISTEMA 
DET=1. 
00 60 I=i,N 

60 OET=DET•A(I,Il 
DET:llETIIDET 

C RESAVANJE SISTEMA L•Y=B 
B(1 ):::6(1 l/A(1 ,1 J 
1)0 7 J:2,N 
11'11 =I-·1 
S=O. 
DO B K:1,!<~1 

8 S:::S+A(K,II•B(K) 
~""1./A(l,I) 

7 B(ll"P•(B(l)•S) 
C RESAVANJE SISTEMA R•X"Y 
C WEZULTAT SE S~ESTA U vEKTOR 8 

c 

d(N):::B(N)/A(N,N) 

'"'~ 1 "'~·- 1 
DO 30 ll"1,NM1 
JJ:N•II 
s:::o, 
JJP1:::JJ+1 
00 50 K:JJP1,N 

SO s~StA(JJ,KJ•BCK) 
30 R(JJ):(B(JJl•S)/A(JJ,JJ) 

C SlAMPANJE REZULTATA 
.-kiTtl5,201) 

2U1 FORMAT(//5X, 1 MATRICA H1 /l 
on 222 1:::1,N 

22? ~RITE15,99)(A(I,Jl,J"l•N) 
~~RlTE(~,20111 11ET 

?OB FOR~AT(//5X, 1 DETERMINANTA SISTEMA D, 1 ,F11.7/I 
wkiTE(5,109) 



109 HJf<'~AT(I/5X, 'RF_SENJE: SISHNIA 1 1) 

~RITE15,1$3) (Y(li 1 1=1,N) 
GO TO 3 

2 CALL f:XJT 
END 

3.0000000 o.ooooooo 
c,OOOOOOO 

1.0000000 
1,001l0000 
'1.0000000 

VEKTOR SLOBODhiH CLANOVA 

4.0000000 

1. ?320'>09 

3.0000000 

0,0000000 
1.4142135 

3.0000000 

0,577350_'\ 
0.7071068 
0.4082483 

DETERMINANTA SISTEMA Q: 1.0000002 

RE.SENJE SISHr~A 

0.9999999 0,9999991'1 

MATRlCA SISTE.r~A 

1,0000000 o.ooooooo 
4,0000000 

1.0000002 

1.0000000 
2.0000000 
9,0000000 

VEKTOR SLOYOONIH CLANOVA 

2.0000000 

MATR!CA R 

1.0000000 

6,0000000 12.0000000 

0,0000000 
2,000000() 

1.ooooooo 
1.0000000 
2.6'•5751 ~ 

DETERM!NANTA SISTEMA D= 28.0000038 

RESENJI: SISTEMA 

1. 0000001 
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4.4.6. Faktorizacioni metod za resavanje sistema linearnih jednacina baziran na Ga
ussovoj eliminaciji sa izborom glavnog elementa (videti odeljke 4.2.2 i 4.2.4) maze 
se prograrnski realizovati pomocu sledecih potprograma: 

112 

c 

SUBROUTINE LRFAK(A,N,JP,DET,KB) 
DIMENSION AC1l,IP(1) 
KB=O 
N1 :::N=1 
INV:::O 
DO 45 K:::1,N1 
IGE::: (K=1 )lii\J+K 

C NALAZENJE GLAVNOG ELEMENTA U K•TOM 
C ELIMINACIONQM KORAKU 
c 

c 

GE:::A (IGE) 

I1=IGEt1 
12=Ki>N 
lMAX:::IGE 
DO 20 1=11 d2 
!FCAHS(A(lJ)~ABS(GE)) 20,20,10 

10 GE::A(l) 
IMAX::I 

20 CONTINUE 
IF(G£:)25,15,25 

1 5 KF\=1 

C MATRICA SISTEMA JE SINGULARNA 
c 

c 

RE:IURN 
25 IP(K)::IMAX•Nli(K•1) 

IF(IP(K)•K) 30,40,30 
30 I ::K 

IK::lP(K) 

C PERMUTACIJA VASTA U MATRICI 
c 

c 

DO 35 J:1,N 
S:A (I) 
A(I)::A(IKJ 
A(lKJ=S 
I::I+N 

35 JK:::lK+N 
INV:::INV-t1 

C K•Tl ELIMINACIONI KORAK 
c 

40 DO 45 1::11,12 
A(l):A(Il/GE 
IA=I 
rc::IGE 
K 1 ::K +1 
DO 45 J::K1,N 
IA:oiAtN 
IC=IC+N 

45 A(IA):A(IAJ•A(!)liA(lC) 
c 
C IZRACUNAVANJE DETERMINANTE 
c 

[)ff:::1, 
DO 50 I,.1,N 
IND::l+(Im1)*N 



c 

50 DET:::OET-t~A(lNO) 
lF(lNVs!NV/2-112) 55,55,60 

60 DET=~DET 
55 RETURN 

EfllQ 

SUBROUTINE RSTS(A,N,lP,B) 
DIMENSION A(1),!PC1l,B(1) 

C SUKCESIVNO RESAVANJE TROUGADNIH SISTEMA 
c 

N1:::Nm1 
C PERMUTACIJA VEKTORA B 

DO 10 1:::1 ,N1 
I1=IP(!) 
JF(I1~l)5,10,5 

5 S:::B(Il 
B(l):B(I1) 
B (J1):S 

10 CONliNUE 
C RESAVANJE DONJE TROUGAO~OG SISTEMA 

DO 15 K=:2,N 
IA=~N+K 
K 1 :::K ~1 
DO 15 1::1,K1 
JA:::IAtN 

15 B(K):::B(K)mA(lA)-t~B(I) 

C RESAVANJE GORNJE TROUGAONOG SISTEMA 
NN,N-t~N 

B(N),tl(N)/A(NN) 
DO 2~ KK,1,N1 
K:::N~KK 

IA:::NNwKK 
I::::N+1 
DO 20 J:::1,KK 
I" I~ 1 
B(K):::B(K)wA(IA)-IIB(ll 

20 JA::lAmN 
25 B(K)::B(K)IA(IAJ 

RE.l URN 
EI~D 

Parametri u potprogramskoj listi kod potprograma LRF AK imaju sledece 
znacenje: 

A - Ulazna matrica reda N memorisana kao niz kalona po kolona. Posle 
N--1 eliminacionih koraka matrica A se transformise u matricu koja sadrzi trou
gaone matrice L i R (videti odeljak 4 . .:?.'4); 

N- red matrice A; 
IP - vektor duzine N-l, koji se formira u procesu eliminacije i predstavlja 

niz indeksa glavnih elemenata (videti odeljak 4.2.4). 
DET - izlazna velicina koja daje vrednost determinante matrice sistema A, 

kao proizvod elemenata na glavnoj dijagonali u matrici R, sa tacnoscu dona znak. 
Ova vrednost se koriguje znakom, na kraju potprograma, imajuci u vidu broj permu
tacija vrsta u matrici u toku eliminacionog procesa. 

KB - kontrolni broj sa vrednostima KB = 0 ako je faktorizacija korektno iz
vedena i KB = 1 ako je matrica sistema singularna. U poslednjem slucaju LR fak
torizacija ne egzistira. 

8 113 



Pot program RSTS sukcesivno resava sisteme jednacina (2.4.4 ). Parametri u 
potprogramskoj listi imaju sledece znacenje: · 

A - matrica dobijena u potprogramu LRFAK; 
N- red matrice A; 
IP - vektor dobijen u potprogramu LRF AK; 
B - vektor slobodnih clan ova u sistemu jednacina koji se resava. Ovaj vektor 

se transformise u vektor resenja datog sistema. 
Glavni program je organizovan tako da se, najpre, data matrica A faktorizuje, 

pomocu potprograma LRFAK, a zatim je mogucno resiti sistem jednacina A 1 = b 
~ 

za proizvoljan broj razlicitih vektora b , pozivanjem potprograma RSTS. Glavni pro-
gram i izlazna lista imaju oblik: 

114 

DIMENSION A(100),8(10),1P(9) 
READ(!!,5) N 

5 FORMATCI2l 
NN:IIHthl 

READ(R,10) (A(l),I:1,NN) 
10 FOR~AT(16F5.0J 

wRITEC5,34J 
34 FOkMAT(1H1,5X,'MATRICA A 1 /J 

no 12 I=1,N 
12 WRll£(5,1Sl (A(J),J:J,NN,N) 
15 FORMAT(10F10.5) 

CALL LRFAK(A,N,IP,DET,K~l 
lF(KH) 20,25,20 

20 WRIH(5,30) 
30 FONMAT(1H0, 1 MATRICA- JE SINGULARNA 1 //) 

GO TO 70 
25 WRIT£(5,35) 
35 FONMAT(1H0,5~, 1 FAKTORIZOVANA MATRICA 1 /) 

DO 55 I=1,N 
55 WRIT~(5,15) (A(J),J:I,NN,N) 

WR1TE(5,75) DET 
75 FORMAT(/)X, 1 0ETERMINANTA MATRICE A : 1 F10.6/) 
SO READ(8,10,END:70) (B(I),J:1,Nl 

WRIT£(5,40) (8(!),I:1,Nl 
40 FOR~AT(/5X,'VEKTOR B0 //(10F10.5)) 

CALL RSTS(A,N,IP,al 
~RITE(5,45) (~(l),I:1,Nl 

45 FORMAT(/5X, 1 RESENJE 1 //(10F10.5)) 
r.o TO 50 

70 CALL E-XIT 
END 

MATRICA A 

3,00000 
2.noooo 
1.00000 

1.00000 
1.00000 
1,00000 

6.00000 
3,00000 
1.00000 

FAKTORIZOVANA MATRICA 

3.00000 
0,33.333 
0.66667 

1 .ooooo 
0.66667 
o.soooo 

6,00000 
m1oOOOOQ 
uo.soooo 

DETERMI~ANTA MATRJCE A : 1.000000 



\ 

VE.KTOR B 

2,00000 7.00000 4.00000 

RESENJE 

19.00000 ~7.00000 m8,00000 

VEKTOI< B 

1.00000 1.00000 1,00000 

RESENJE 

o.ooooo 1,00000 o.ooooo 

4.4.7. Koriscenjem patpragrama LRFAK i RSTS i imajuci u vidu adeljak 4.2.3, !a
ka se maze obrazovati program za inverziju matrica. Odgovarajuci program i izlaz
ni rezultat (za matricu iz prethodnog primera) imaju oblik: 

DIMENSION AC1DO),B(10),IP(9J,AINV(100) 
READC8,5.) N 

5 FORMATCI2) 
NN=NliN 
REA6(8,10) CA(I),J:1,NN) 

10 FORMAT(16F5.0) 
VIRITE(5,34) 

34 FORMATC1H1,5X,•MATRICA A1 /) 

DO 12 I=1,N 
12 WRITEC5,15) (A(J),J=I,NN,N) 
15 FDRMAT(10F10.5) 

CAlL LRFAK(A,N,!P,OET,KBI 
Ii'"CKB) 20,2!'1,20 

20 WRITEC5,30) 
30 FORMAT(1H01 1 MATRICA A JE SINGVLARNA 1 //) 

GO TO 70 
25 DO 45 I::1,N· 

DO 40 J::1,N 
40 B(J):O. 

8(!):1. 
CAL~ RSTS(A,N,IP,BI 
IN=CI•1lliN 
00 45 J:o1,N 
IND=IN+J 

45 AINV(lND):B(J) 
WRITEC5,50) 

50 FORMAT(1H0,5X, 1 INVERZNA MATRICAl/) 
DO 55 I=1,N 

55 WRITEC5,15)(AINV(J),J:l,NN,N) 
70 CALL EXIT 

END 

MATRICA A 

3.00000 
2.00000 
1.00000 

1.00000 
1.00000 
1.00000 

6.00000 
3.00000 
1,00000 
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XNVERZNA MATRlCPI 

=2.00000 
1-.00000 
1.00000 

s.ooooo 
$3.00000 
·2.00000 

~3.00000 

3.00,000 
1.00000 

4.4.8. Sastavimo sad a program za resavanje sistema linearnih jednacina oblika 
-+ -+ t = B x + p, metodom proste iteracije (videti odeljak 4.3.2). S obzirom da metod 

proste iteracije konvergira kada je norma matrice B manja od jedinice, to 6emo za 
ispitivanje ovog uslova obrazovati potprogram NORMA, po kome se u zavisnosti od 
k (u potprogramu K) izracunavaju. norme II B Ilk (k = I ,2,3) saglasno formuli 
(3.2.3) iz odeljka 4.3.2. Parametri u listi imaju sledece znacenje: 

A ~ matrica memorisana kao vektor, cija se norma trazi; 
N ~red matrice; 
K ~ broj koji definise normu (K = l, 2, 3); 
ANOR -- odgovarajuca norma matrice A. 

SU~~OUT!NE NORMA(A,N,K,ANOR) 
DIMENSION 11(1) 
NU:::N~>N 

ANOR:::O 
GO T0(10,20,40),K 

10 DO 1~ I=1,NU 
15 ANOR:::ANORtA(!)~>~>2 

ANOR:::SQRT(ANOR) 
RElURN 

20 00 25 I:::i,N 
L:::$N 
S:::O, 
DO 30 J=1,N 
U:LtN 
IA:::L+I 

30 S:::StABS(A(IA)) 
IF(ANOR•S) 35,25 1 25 

35 ANQR:::S 
25 CONliNUE 

RETURN 
1+0 L:::•N 

DO 50 Jlll1,N 
S:::O, 
L::LtN 
DO 45 I=i,N 
LJ:;Lti 

45 S:::S+A~S(A(Ll)) 

IF(ANOR•S) 55,50,50 
55 ANORlllS 
50 CONTINUE 

~·E TURN 
END 

G!avni program je organizovan tako da se pre pocetka iterativnog procesa us
tanovljava konvergencija. Nairne, ukoliko je bar jedna od normi II B Ilk < 1 (k = 
= I, 2, 3), prelazi se na iterativni proces, dok se u protivnom slucaju stampa pomka 
da uslovi za konvergenciju nisu zadovoljeni i u tom slucaju se program zavrsava. 
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Za mnozenje rna trice B vektorom 1-0<- 1 ) koristimo pot program MMAT, koji 
--+ 

je datu 4.4.2. Za pocetni vektor 1Co) uzimamo vektor {3. 

Kao kriterijum za zavrsetak iterativnog procesa usvojili smo 

I (k) (k -1 > 1 ~ ( . _ 1 ) xi -xi """'e z- , ... , n . 

Na izlazu stampamo poslednju iteraciju koja zadovo!java gornji kriterijum. 

DIMENSION i:J(100),BETA(10),X(10),X1 (10) 
READ(8,)) N,EPS 

5 FORMAT(!2,E5,0) 
NN:::N<~N 

READ(8,10) (B(ll,I=1,NN),(8ETA(Il,I:::1,N) 
10 FORMAT(16F5,1). 

1'/f<ITE.(S, 13) 
13 FORMAT(1H1,5X,'MATRICA B',24X, 1 VEKT0R BETA') 

DO 15 J:::1,N 
15 NRIT£(5,20) (B(J),J:::I,NN,N),RETA(I) 
20 FORMAT(/2X,4F8,1,5X,F8.1) 

•DO 30 K:::1 ,3 
•CALL NORMA(B,N,K,ANOR) 
IFCANOR~1,) 25,30,30 

:SO CONTir~UE. 

wRI1U5,35) 
35 FOR~AT(5X, 1 USLOVI ZA KONVERGENCIJU NISU ZAOOVOLJENI'l 

GO TO 75 
25 !TER:::O 

DO 40 I:::1,N 
40 XCIJ:::!:iElACIJ 
62 ITER=ITFR+1 

CALL MMAT(B,X,X1,N,N,1) 
DO 45 I:::1,N 

45 X1 (l J ::X1 ( IJ tRETA (I) 
on 55 I::: 1 , r' 
IF(ABSCX1CIJ~X(I))°FPSJ55,55,h0 

55 CONTINUE. 
"'RITf(,,42) ITER 

4? FDR~AT( /3X,I3,'.ITERACJJA 1 /) 

wRITE(5,50J(I,X1CIJ,I=1,Nl 
SO FORMAT(3X,4(1X, 1 X( 1 .I2, 1 ): 1 ,F9.5)) 

GO TU 75 
60 DO 6) I::::1,N 
h5 X(l):X1(I) 

GO TO 62 
75 CALL E-XIT 

F.Nl) 

Uzimajuci tacnost e = I o- 5 , za jed an k(mkretan sis tern jednacina cetvrtog 
reda (videti izlaznu listu) dobijamo resenje u cetrnaestoj iteraciji. 
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~'A TFITO 8 VEKHJR flU A 

~0,1 0,4 0,1 0,1 0,7 

0,4 w0 0 1 0,1 0,1 0.7 

0,1 0.1 ~0,2 0,2 1 • 2 

0.1 ·0. 1 0,2 ~0.2 ~1,6 

14,ITERACIJA 

X( 1): 1.00000 X( 2): 1.00000 X( 3): 1,00000 X( 4): •1.00000 

4.4.9. Kod resavanja sistema sa veiikim brojem jednacina pojavljuje se problem 
smestanja matrice sistema u centralnoj memoriji racunara. U tim slucajevima koris
timo virtuelnu memoriju na disku. Sledeci program je realizovan za takve sisteme, a 
·zasnivan je na Gaussovoj eliminaciji (bez izbora glavnog elementa). U programu je 
obezbedeno mesto za matricu stotog reda. Medutim, po potrebi se, bez teskoca, 
mogu resavati i sistemi jednacina proizvoljnog reda, uz prosirenje datoteke na disku. 
Program je realizovan u dvostrukoj tacnosti. 
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C PHOGRA~ ZA RESAVANJ~ VELIKIH SIST~MA JEDNACINA 
C DATOTEKA VIRTUELNE ~E~ORIJE 

REAL•H A(100J,A(100),X(100),DT,E1,E2,Z1 
DEFINE FILE 7(102,400,U,KL) 

C N: YAOJ JEDNACINA LINEARNOG SISTE~A (N>1) 
RFAD(8,10)N 

10 FOI<MAT(I3) 
C UPISIVANJE PARAMETAI<A LINEARNOG SISTE~A 

C U OATOTEKU 7 NA DISKU 
DO 11 L:1,N 
READ(8,20)(A(l),J:1,N) 

20 FORMA1(5016,10) 
kL=L 

11 ~RI1E(7'KL)(A(I),I:1,Nl 

AEADC8,20)(8(I),I:1,N) 
KL:IH-1 
WR1[!:(7 1 KL)(8(I),I:1,Nl 

C NESAVANJE LINEARNOG SISTE~A 
C PHl'~ENO~I VIRTlJELNE r-<Ei~ORIJE 

KL:IH1 
f<EAOU'KL)B 
N1 ::1~-1 
00 1 K:1,N1 
KL=K 
READ(7 1 KL)A 
N2::K+1 
!F(A(K),NE,O.DO)GO TO 111 
DO 2 K1::N2 1 N 
KL:::K1 
READ(7 1 KL)X 
IF(X(K),NE.O,DO)GO TO 21 
l.lfl .~ L:::K, N 
l1=ACLl 
A (L) :X(L) 
X(L):::Z1 



.5 CfiNTJNUE 
KL:::K 
l\fl!TE(7 1 KL)A 
t<L:::K1 
•IIR I H ( 7 I K LJ X 
Z1:::R(K) 
fi(K):::8(K1) 
''(K1):::Z1 
Gn TO 111 

21 Cfli.tT I NUt 
2 CO~<Tlt~Ut 

GO T 0 222 
111 t:.1:::1:i(K)/A(K, 

DO 4 J:::N2,ili 
KL=J 
REA0(7 1 Kl)X 
8(J):::8(J)=X(K)*E1 
E2=XCK) /A (K) 
DO '> I :::K, fi 
X(l):::X(l)=A(l)*E2 

5 CONTINUE. 
KL:::J 
WRITE(7 1 1<LlX 

4 CONTINUE 
·t CmtTINUt. 

(10 6 KJN:::~,N 

K:::Nt2=K!N 
KL:::K 
READ(7 ~KL) A 
E1:::8(K)/A(Kl 
fB:::K=1 

DO 7 J:::1,N3 
KL:::J 
READ(7 1 KL)X 
8(J):::8(J)=X(Kl*E1 
X(K):::O,DO 
KL:J 
WR1TE(7 1 KLJX 

7 CONTifltUE 
6 CONTINUE 

DT=1.D'O 
DO 8 L:1,N 
KL=L 
READ(7 1 KLJA 
)((L):8(L)/A(L) 
DT:DhA (L) 

8 CONTINUE 
KL:Nt1 
WRITEC7 1 KL)B 
KL=Nt2 
WR!TEC7 1 KL)X 
GO TO 333 

222 or=o.oo 
PO 9 L:::1,N 
x cu=o.oo 

9 CONTINUE 
333 CONTINUE 

C STAMPANJE RESENJA SISTEMA JEONACINA 
KL=N+2 
REA0(7 1 KLJX 
WRITE(5,30)(X(I),l:1,N) 

30 FOHMAT(2024,16) 
CALL I:XIT 
END 
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4.4.10. Obrazujmo program za nalaienje matrice S == eA, gde je A data kvadratna 
matrica redan, koriscenjem formule 

(1) 

Neka je Sk k-ta parcijalna suma reda (1), a Uk njen opsti clan. Tada vaie jed
nakosti 

(2) ( k = 1, 2, ... ). 

pri cemu je U0 == S0 ==I Qedinicmi matrica redan). 

Koriscenjem jednakosti (2) moze se obrazovati program za sumiranje red a (I), 
pri cemu se, kao kriterijum za prekidanje procesa sumiranja, obicno uzima slucaj 
kada je norma matrice Uk manja od unapred zadatog malog pozitivnog broja e. U 
nasem slucaju uzecemo normu 11-/1 2 (videti formulu (3.2.3)) i e == 10- 5 . 

Koriscenjem potprograma MMAT za mnozenje matrica (videti 4.4.2) i pot
programa NORMA za izracunavanje norme matrica (videti 4.4.8), sastavili smo sle
deci program za nalaienje matrice eA. 
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c =================================================~====== 
C ODNEOJJVA~JE ~ATRICE EXP(A) 
c ========================~=============================== 

DI~ENSION A(100),S(100),U(100) 0 P(100) 
HEAD(8,10) N,EPS 

10 FURMAT(12,E5,0) 
Ni\JaN!~N 

READ(B,15) (A(I),Ia1,NN) 
1~ FORMAT(16F5.0) 

C FORMIRANJE JEDINIC~E MATRJCE 
DO 20 I=1,NN 
S(Il=O. 

20 U(l):O, 
'N1 :::Nt1 
DO 25 I=1,NN,N1 
S(l):1, 

25 U(l):1, 
C SUMIRANJE MATRICNOG REDA 

K:O 
.30 K=K+1 

CALL MMAT(U,A,P,N,N 1 Nl 
Fl:: 1, /I~ 
00 35 I::1,NN 
U CI J :::tl<>P ( l) 

35 S(I):S(ll+U(I) 
C ISPITIVANJE USLOV- lA PREKlD SUMIMANJA 

CALL NORMA(U 1 N,2,ANOR) 
lF(ANOR,GT,EPS) GO TO 30 
WRI1E(5,40)((A(I),JaJ,NN,N),Ja1,~) 

40 FOHMAT(1HO,C5!1N•9>X 1
1 M AT R I C A A1 // (CN>F10.5)) 

~RlT~(~,45)((S(J),I~J,NN,N),J~1,NJ 

45 FORMAT( //<5•N·9>X,'M A T R I C A EXP(A) 1 //[CN>F1D.5)l 
CI\LL EXIT 
END 



Dobijeni program testirali smo na primeru 

A= li ~ =~] 
L4 4 -3 

za koji se analiticki moze dobiti 

(3) 

eA= e ~:=~ 
j_:e-4 

Izlazna lista ima oblik 

M A 

4,00000 
2,00000 
4.00000 

3e-3 

2e-l 

4e--4 

-3e+3~ 
-2e+2 

-4e+5 

T R I C A 

3,00000 
3,00000 
4,00000 

w3,00000 
w2,QOOOO 
w3.000r)(l 

M A T R I C A EXP(A) 

16.73060 
9,34n5 

18,68310 

14,01232 m14,01233 
12,05983 m9,J4155 
18,68310 •15.96482 

Koriscenjem (3) nije tesko proveriti da su sve decimale u dobijenim elemen
tima matrice eA tacne. 
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5. NUMERICKI METODI ZA INTEGRACIJU 

5.1. KVADRATURNE FORMULE 

5 .1.1. Uvodne napomene 

Numericka integracija funkcija sastoji se u pribliznom izracunavanju odreae
nih integrala na osnovu niza vrednosti podintegralne funkcije po odreaenoj formuli. 

Formule za numericko izracunavanje jednostrukih integrala nazivaju se kvad
raturne formule. Slicno, formule za dvostruke integrale nazivaju se kubaturne for
mule. U nasem izlaganju zadrzacemo se uglavnom na kvadraturnim formulama. 

Potreba za numerickom integracijom javlja se u velikom broju slucajeva. Na
irne, Newton-Leibnitzova formula · 

b 
(1.1.1) ff(x)dx=F(b)- F( a), 

a 

gde je F primitivna funkcija za funkciju f, ne moze se uvek uspesno primeniti. Na
vescemo neke od tih slucajeva: 

1 o Funkcija F se ne moze predstaviti pomocu konacnog broja elementarnih 

funkcija (na primer, kadajef(x) = e-K'). 

2° Primena formule ( 1.1.1) cesto dovodi do vrlo slozenog izraza, cak i kod 
izracunavanja integrala jednostavnijih funkcija; na primer 

a dx ~ ~ 1 1 a$ 
~ l+x3 =logyiUTll-6log(a

2
-a+l)+Vfarctg 2 _a· 

3° Kod integnlcije funkcija, cije su vrednosti poznate na diskretnom skupu 
tacaka (dobijene, na primer, eksperimentalno), nije mogucno primeniti formulu 
(1.1.1). 

Veliki broj kvadraturnih formula ima oblik 

b n 
(1.1.2) f f (X) dx ==~ A/k' 

a k=o 
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gdeJ'e/,
1 
=f'(x1 )(a~x < ... <x ~b).Ako.J'ex =a i x =b,zaformulu 

<' < o n o n 
(1.1.2) kazemo cia je zatvorenog tipa. dok u ostalim slucajevima kazemo da je ot-
vorenog tipa. Napomenimo da sc za integraciju cliferencijabilnih funkcija koriste i 
formule u kojima se pored vrednosti funkcije pojavljuju i vrednosti izvoda. 

Od interesa su i formule za izracunavanje integrala 

b 
J p (x) l(x) dx. 
a 

gde je x---+ p (x) data te7jnska funkcija. 
Jedan prost nacin za konstrukciju kvadraturnih formula zasniva se na prime

ni interpolacije. Formule dobijene na ovaj nacin nazivaju se kvadraturne formule 
interpolacionog tipa. 

Neka su vred~1osti funkcije I u datim tackama X
0

, x1, ..• , X
0 

(E [a, b)) 
redoml0,/l, ... ,f

0
, tj. · 

(k =0, 1, ... , 11). 

Na osnovu ovih podataka, mozemo konstruisati lagrangeov interpolacioni polinom 

gdeje w(x)=(x-x)(x-x 1 ) .•• (x-x). 

Tadaje 

b b 
J p (x) l(x)dx = J p( x) P (x) dx + R + 

1
(J)r 

a a n n 

tj. 

(1.1.3) 
b 
J P ( x) I ( x) dx = £ A /, + R (f) 

a k=oo k k n+ 1 1 

gde smo stavili 

(k = 0, 1' ... , 11) • 

U formuli (1.1.3), velicina Rn+I (f) naziva se ostatak kvadraturne formule i pred
stavlja gresku koja se cini zamenom in tegrala konacnom sumom. Indeks 11 + 1 u 
ostatku oznacava da se integral priblizno izracunava na osnovu vrednosti podin
tegralne funkcije u n + 1 tacaka. 
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Sa 7r
0 

oznacimo skup svih polinoma ne viseg stepena od n. 

Kako je zal(x) = xk (k = 0, I, ... , n),f(x) = P (x), imamo 
n 

(k = 0' 1' ... ' /1), 



oJakle zakljucujemo da je formula ( 1.1.3) tacna za svako f E?rn, bez obzira na iz
bor interpolacionih cvorova xk (k = 0, 1, .... 11) i u ovom slucaju kai.emo Ja for
mula ( 1.1.3) ima algebarski stepen tacnosti 11. 

5 .1.2. Newton-Cotesove formule 

ll ovom odeljku izvescemo kvadraturne formule zatvorenog tipa u kojima su 
interpolacioni cvorovi xk = x + kh (k = 0, 1, ... , n) uzeti ekvidistantno sa kora-

b- a 0 

kom/1=--. 
II 

Ako uvedemo smenu x - x 
0 

=ph, imamo 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

w (x) = (x - x ) (x --- x 1) ... (x - .Y l = It 'H 1 p (p -- 1) ... (p -- n) 
0 " 

w'(xk) = (x- xo) ... (xk- xk-1) (xk - xk+l) ... (xk- xn) 

= hn ( 1)n-kk! (n- k)! 

Uvoctenjem oznake za uopsteni stepen x<s) = x (x- 1) ... (x-- s + 1), na os
novu (1.2.1), (1.2.2) i rezultata iz prethodnog odeljka dobijamo 

n (- 1)u-kp(n+ 1 )h 
A - f . l 

k - o (p k)k! (n -- k)! cp (k=O, 1, ... ,n), 

tj. 

(k = 0, 1, , . , , II), 

gde smo stavili 

(1.2.3) 
( -lt-k ll !' p(n+1) -

Hk=Hk(n)= 1 (k)J /; dp (k-O,l, ... ,n). 
II. l1 . 0 p- ( 

Koeficijenti Hk u literaturi ( vicleti na primer [2]) poznati su kao Newton-Co
tesovi koeficijenti, a odgovarajuce formule 

xn=b n . b-a 
(1.2.4) f f (X) dx = (b- a) 2: Hkf (a+ k--) (kEN) 

x
0

=a k=o 1l 

kao Newton- Cotesove formule. 

U daljem izlaganju dacemo pregled Newton-Cotesovih formula za 11 ~ 4. 

Pri ovome koristimo oznake h = b - a [, - f tx ) (k o 1 ) 1l ' k - \ k = , ' ... , 11 . 

1) n = 1 (trapezno pravilo) 

X 1 /1 /z3 
[ f (x) dx = 2 ([

0 
+ fd-

12 
f "(~ 1 ); 

() 
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2) n = 2 ( Simpsonovo pra vilo) 
X 2 . fl ' . . JzS 

x·~ f(x) dx= ]ifo +4:fl +fz)-- 90 .fV(~z) 

3) 11 = 3 ( Simpsonovo pravilo -§- ) 

4) n = 4 (Booleovo pravilo) 

5 .1.3. Uopstene kvadratume formule 

Da bismo tacnije izracunali vrednost integrala potrebno je podeliti segment 
[a,b] na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih primeniti neku od kvadra
turnih formula. Na taj nacin dobijamo uopstene iii kompozitne formule. U ovom 
odeljku razmotricemo uopstene formule dobijene na bazi trapezne i Simpsonove 
formule. 

Podelimo segment [a, b] na niz podsegmenata [x;_ 1 , xi] (i = 1, ... , 11) tako 
da je xi =a+ ih (i = 0, 1, ... , n) i h = (b - a)/n. 

y 

y= f(x) 

sl.l .3 .1 

Primenom trapezne formule na svaki od podsegmenata dobijamo 

b n x; I I 3 
Jl(x) dx = -~ f l(x) dx= Q ( .!_ (!, +f.)-

1
2
2 
I"(~)), 

a t-1 X i- 1 i= 1 2 1- I I 

tj. 
b h3 n 

J I ( ) d T i~=' I I"(~'!.), X x= n- 12 <; 
a 
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gde su 1 1 
T0=T0 (f; h)=h(-::;_fo +f1 + ... +f

0
_ 1+ )/n) 

xi- I < ~i <xi (i = 1, ... , n). 

Teorema 1.3 .1. Ako f E C2 [a, b] vazi jednakost 

ft(x) dx -T =-- (b--a)
2

/"(~) (a<~<b). 
a n 1211 2 

Kvadraturna formula 

b 
f f (x) dx = T

0 
(f;h) 

a 

(h = b- a) 
n 

naziva se uopstena trapezna formula. 

Pretpostavimo sada da je h = b 2~ a , tj. xi= a+ ih (i = 0, 1, ... , 2n) (videti 

sl. 1.3.2), a zatim na podsegmente [X
0

, x 2 ], ... , [x
20

_
2

, x
2 

] primenimo Simpso
novu formulu. Na ovaj nacin dobijamo uopstenu Simpsonovu ~ormulu 

gdeje 

b 
f I (x) dx = S (f; h) n a 

(h=b-a) 
2n ' 

S n = S n (f; h) = ~ ~ fo + 4 (f 1 + · · · + /2 n- 1) + 2 (/2 + · · · + /2 n- 2) + /2 n ~ • 

y 

x =a 
0 

y=f(x) 

sl.1.3.2 

Teorema 1.3.2. Ako f EC4 [a, b] vazi jednakost 

f bi r~) d S (b - a? f I v (1:) 
a '<" X - n = - 2880n4 " (a< ~ < b) . 
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5 .1.4. Rombergova in tegracija 

Za izracunavanje odredenih integrala, u praksi se najcesce koristi uopstena 
trapezna formula u jednom specijalnom obliku. koji je poznat kao Rombergova in
tegracija ( videti [2 ]). 

Sa r(;"l oznacimo trapeznu aproksimaciju Tn (f; h) (n = 2k),tj. h = (b- a)! 
2k). Rombergova integracija se sastoji u konstrukciji dvodimenzionalnog niza 
r(;m) (m=O,l, ... ,k;k=O,l, ... )pomocu \ 

(1.4.1) 
4mT (m-1) _ r<m-1) 

k+l k T (m) = --------
k 

Na osnovu (1.4.1) moze se konstruisati tzv. T tabela 

y<o)- y{l) _· 
0 • 0 

/ / 
y{o)_ y{l) -

1 1 

/ / 
y{o)- y{l) 

2 2 
/• 

y<ol_: 
3 

r{2) -- r{3) 
0 0 

/· 
y{2)-. 

1 • 

uzimajuci k = 0, 1, ... i m = 1. 2, .... U prvoj koloni ove tabele nalaze se redom 
priblizne vrednostiintegrala I dobijene primenom trapezne formule sa hk = (b --a) 
/2k (k = 0, 1, ... ). Druga kolona ove tabele dobija se na osnovu prve, koriscenjem 
formule (1.4.1 ), tree a na osnovu druge, it d. 

Iterativni proces, definisan sa (1.4.1) predstavlja standardni Rombergov me
tod za numericku integraciju. Moze se dokazati da nizovi { r<1~) J kEN i 
{ r(;m) } m E N 

0 
(po kolonama i vrstama u T -tab eli) konvergiraju ka f. Kod prak-

ticne primene Rombergove integracije, iterativni proces (1.4.1) se najcesce prekida 

kada je I r<om) - r;:n- 1) I~ e, gde je E unapred data dozvoljena greska, i tada se 

uzima I =r<m). 
0 

5 .1.5. Progrmnska reaiizacija 

U ovom odeljku dajemo programsku realizaciju Simpsonove i Rombergove 
in tegracije. 

1.5 .1. Za integraciju po uopstenoj Simpsonovoj formuli realizovan je potprogram 
INTEG. Parametri u listi imaju znacenje koje je objasnjeno C-karticama u pot
programu. Podintegralna funkcija se zadaje u potprogramu FUN, i moze zavisiti 
od jednog parametra Z. Celobrojnim parametrom J je obezbedeno istovremeno 
zadavanje vise podintegralnih funkcija. 
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Potprogram INTEG je organizovan tako da se pocetni broj podsegmenata 
moze povecavati (redukcijom koraka lz na hI 2) do MAX = 1000. U slucaju kada je 
relativna razlika u vrednosti integrala, dobijenog sa korakom h i korakom h/2, 
manja od 10- 5

, racunski proces se prekida i vrednost integrala izracunata sa dotad 
najmanjim korakom se uzima kao definitivna vrednost integrala. Ukoliko se ovaj 
kriterijum ne moze ispuniti sa manje od MAX podsegmenata daje se poruka 
KBR = 1 (u protivnom je KBR = 0). 

9 

Za testiranje ovog potprograma uzeli smo izracunavanje sledecih integrala: 

(z = 1.0 (0.1) 1.5), 

1/2 
I nsin (nzx) dx (z = 1.0 (0. 2) 1.4), 
0 

I2 Jo~ (x + z) . sin x dx 
1 

Z"+ex x (z=O.(O.l)0.5). 

Potprograrni, glavni program i izlazna lista imaju oblik: 

c ================================================ 
C IZHACUNAVANJE UOREOtNOG lNT~GHALA FU~KCIJE 
C F ( X , L , ,j ) S l M P S ()I; 0 V D: ~ F () R :;; U l m~ 

c =====~=============================== 
INIFG(A,H,S,F,J,K~R,Z) 

C A - GRANICA I~fEGRALA 
C H • GOkNJA GRANICA l~TFGR&LA 

C S - V h' t I) N 0 S T I ~HE G >l ALA S ~ T A C ''ll IS C U E P S::: 1 , t- ~ 

C ~BR - KUN!ROLNI BROJ 
C 1\tlR:O !NT~GRAL KOREKT '<0 llRACIJNA T 
C K R R:: 1 !1~ [E.G R 4 L N l J E I Z>l c\ C UN •\T S 4 Z A F1 T tV A" U ;,1 T A C 'v uSC U 
C Z - PARAME1AR U POOINIEG~ALNOJ FUNKCIJI 
C POCETNI 8RUJ POOEOK• JE 2•MP,A ~AKSIMALNl MAX:1000 

Mp:::·ts 
I/,AX=1 UOU 
KfH<::() 
N::2,•~,p 

so=o. 
SAb=F(A,Z,J)+F(H 1 Z,Jl 
H:(b~A)/FLOAT(N) 

X:A 
31=0. 
r,.!:Ne2 
DO 5 I:2,N2,2 
X:::Xt(,.,H 

5 S1:;;;SHF(X,Z,,Jl 
10 82=0, 

X::AmH 
N1::"1~1 

DO 15 I=1,,'l1,2 
X:Xt2,.,H 

15 S2:S2tF(X,Z,Jl 
S::H/3,•(SA~t2 • .,S1+4.•S2l 
R 1:: L :: .< S ~ S 0 I I S 
1F(AAS(RE.L)~1.E~5) 35,35,?,0 

?0 IF(N•MAX) 2S,25,30 
25 N:2•11! 

11::0,5•H 
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C 8RUJ PODEOKA S~ UVECAVA DVA PUTA I 
C IZRACUNAVA SE NOVA VRED~OST ZA S1 

S1:::S1tS2 
so::::s 
GO T 0 10 

30 KBR:::1 
35 RETUkN 

END 

FUNCTION FUN(X,Z,Jl 
GO T0(10,20 1 30) 1 J 

10 FUN:::EXPCZ•Xli(X•XtZ•Zl 
RETURN 

20 PJ:::3,141~926S35 
FUN=PI•SIN(PI•X•Z) 
RETURN 

30 FUN:::ALOG(X+Z)I(Z•Z+EXP(Xli•SI~(X)IX 
RETURN 
END 

EXTERNAL fUN 
WRITE(S,)l 

~ FOHMAT(1H1,2X, 1 1ZRACUNAVANJE VREDNOSTI INTEGRALA PRIMENOM 1 , 

1 1 SIMPSONOVE FORMULE'1114X,'TACNUST IZRACUNAVANJA EPS::: 1.E•5' 
211111 x, • J • , 4 x, • DONJ A • ; , x, • Go fl NJ A 1 , 3 x, • PAR A r.1E 1 A R 1 , 3 x, 1 v RE u·~ o s r • 1 
31 6 X • ' GRAN I c A I , 3 X I I G R A I~ I c .A I ' 5 X p I z I ' 7 X ' I I N T E G R ALA I I I ) 

DO 40 J:::1,3 
REAO(k,15) DG,GG,ZP,DZ,ZK 

15 FOI<MAT(5F5,1J 
Z:::ZP•UZ 

Hl Z:::ZtllZ 
IF(Z,GT,LKI GO TO 40 
CALL INTEG(DG,GG,S,FUN,J,K~R,Zl 
IHKBt<) ;?0,25,20 

i'O WRITE(5,50) 
30 FONMAI(/11X, 1 I~TEGRAL NIJE KOREKT~O IZRACUNAT 1 1) 

GO TO Hl 
25 WRITE(5,351 J,DG,GG,l,S 
'15 FURMAT(11X,I'I,Fil,1,7.F10,1,F15,61l 

GO TU '11.1 
40 CONTI~UE: 

CALL Ull 
END 

IZRACUNAVANJE VAEONDSTI INTEGRALA PNIMENOM SIMPSONOVE FOR~ULE 

TACNQST llRACUr~AVANJA EPS ::: 1 , E ~ 5 

J DONJA f;UI<NJA f'ARAMf:_T 1\R VREDNOST 
Gt<ANICA GRANIC A z li~TEGRALA 

o.o 1. 0 1,0 1.270724 

0,0 1 • 0 1 .1 1,15.~1!90 

0,0 1 • 0 1.2 1.059770 

'),0 1 • 0 1. 3 O.'HI3069 

o.o 1. 0 1. 4 0,92001:§ 
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0,0 loU 1 • 5 o,s6rB48 

2 0,0 0.5 1 • 0 1,000000 

2 o.o o.s 1 • 2 1.0901148 

2 o.o 0.5 1.4 1.134133 

3 1. 0 2.0 o.o 0.041!047 

3 'I , 0 2.0 0,1 0,059595 

3 1. 0 2.0 0,2 0,069940 

3 1 • 0 2.0 0.3 0,079052 

3 1. 0 2.0 0,4 o.08692o 

3 1. 0 2.0 0,5 o.09j558 

1.5.2. Sada dajemo programsku realizaciju Rombergove integracije (videti odeljak 
5.1.4) u dvostrukoj tacnosti. Lista u potprogramu ROMBI ima sledece znacenje: 

DG- donja granica integrala; 
GG -- gornja granica integrala; 
FUN- ime funkcijskog potprograma kojim se definise podintegralna funkcija; 
EPS- zal1tevana tacnost izracunavanja; 
VINT- vrednost integrala sa tacnoscu EPS, ukoliko je KB = 0; 
KB -- kontrolni broj (KB = 0 int_egral korektno izracunat; KB = 1 tacnost iz

racunavanja integrala nije postignuta sa 15 predvioenih koraka, tj. sa 
brojem podsegmenata 2 1 5 

). 

Za testiranje ovog potprograrha uzeto je tabeliranje funkcije 

X 2 
F (\') = f e- 1 dt (x = 0.1 (0.1) 1.0), 

0 

sa tacnoscu 10-8
. Programi i izlazna lista imaju oblik: 

9* 

c=============;=========================================== 
C RO~BERGOVA I~TEGRACIJA 

c========================================================= 
DOUBLE PRECISION GG,FUN,VINT 
EXTERNAL FUN 
fPS=1.E~8 

WRITEC5,11l 
11 FOAMAT(1H0~5X, 1 X 1 ,7X, 1 INTEG~AL(O,·,x) 1 /) 

DO 10 1:1,10 
GG:0,1*I 
CALL RO~BICO.OO,GG,FUN,EPS,VI~T,KB) 
IF(KB)5,15,5 

5 WRITE(5,20)GG 
20 FORMAT(5X,F3,1,4X 6

1 TACNOST NE ZADOVOLJAVA'II) 
GO TO 10 

15 ~RITE(5,25)GG,VINT 
25 FORMAT(5X,F3.1,4~,F14.9l 
10 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 
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SUBROUTINE ROMBI(DG,GG,FUN,EPS,VINT,Kt3J 
DOUBLE PRECISION FUN,VINT,T(15),DG,GG,H,A,POM,B,X 
KB::O 
H:::GG~OG 

A::CFUN(DG)tFUN(GG)l/2. 
f?OM::HliA. 
DO 50 K::1,15 
X::DG+H/2, 

10 A:::A+FUN(X) 
X::X+Ii 
IF(X.LT.GG)GO TO 10 
TCKJ::HI2.liA 
E\:::1. 
IF(K.~Q.1)GO TO 20 
K 1 :::K ~1 
DO 15 M:::1,K1 
I::K~M 

8:::4.*8 
15 t(l)::(BliT(1+1)aT(I)J/CB-1.) 
20 8::4.*8 . 

VINT::(B•TC1)•POM)/(8•1.1 
IF(DABS(VINT•POMJ,LE.EPSl RE~URN 
POM:::VINT 

50 H::H/2, 
KB::1 
RETURN 
END 

FUNCTION FUN(X) 
DOUBLE PR~CJSION FUN,x 
FUN:::OEXPt-•X~+Xl 
RETURN 
END 

X INTEGRAL(O.,X) 

0,1 0,09966766~ 
0,2 0,197365034 
0.3 0,291?.37894 
0,4 0.3(9652845 
0,5 0,461281006 
o.6 o.~3~15354J 
0.7 o.~006H5661 
o,g o.657669H63 
0,9 0,706241~31 

1,0 0.746824135 

5 .1.6. 0 numerickom izracunavanju jedne klase dvostrukih integrala 

U ovom odeljku ukazacemo na jedan nacin za pribliino izracunavanje dvo
strukih integrala oblika 

(1.6.1) f f f ~,y )dxdy, 
G 

gde je oblast integracije jedinicni krug, tj. G = { (x, y) I x 2 + y 2 
,;;;; 1 }. Nairne, za 

numericko izracunavanje integrala (1.6.1) u literaturi ([3]) je poznata formula 
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(1.6.2) 
'IT n 

f f f(x,y) dxdy == 8 (2 /(0) + i~l f(M) ), 
G 

gde 0 predstavlja koordinatni pocetak, tj. 0 = (0,0), dok tacke M. imaju polarne 
!coordinate 

1 

Prema formuli (1.6.2) realizovacemo program za izracunavanje dvostrukih 
integrala, gde je oblast integracije jedinicni krug. Organizacija programa bice takva 
da se funkcijskim potprogramom EF mogu definisati viSe razlicitih podintegralnih 
funkcija f. Parametri u listi imace sledece znacenje: 

X - vrednost argumenta x; 
Y- vrednost argumenta y; 
K - celobrojni parametar kojim se difinisu razlicite podintegralne funkcije. 

Formula (I .6.2) realizovana je kroz potprogram DVINT, ciji parametri u listi 
imaju sledece znacenje: 

EF- ime funkcijskog potprograma; 
K - celobrojni parametar, kao u potprogramu EF; 
VRINT -- izracunata vrednost integrala, prema kubaturnoj formuli (1.6.2). 

SUBROUTINE DVINTCEF,~,VRINTJ 
PI:3.1415926B5 
RO=SQRT(2.13.) 
PI3=PI/3. 
fJ::;ef'I3 
VRINT~2.*EF(O,,O,,K) 

DO 10 1:::1,6 
FI=FitPI3 
X:::RO*COS(fl) 
Y::: R 0 * S I'" ( F I l 

10 VRINT::VRJNT+Ef(X,Y,K) 
VRINT=PI/8,•VRINT 
RETURN 
E.ND 

Glavni program ima oblik: 

c=========================================================== 
C IZRACUNAVANJE. DVUSTHUKOG INTEGRALA 
c=========================================================== 

EX TER'<AL EF 
,,;R I TU 5, 5) 
FU~~Af(1~1//10X, 'IlRACU~AVANJE DVOSTRUKOG INTEGRALA 1 //) 

flO 10 K:::1,3 
CALL OVI~T(EF,K,VN!~T) 

10 ~RITEI5,15lK.VRINT 
15 FOH~AT(15X,I1, 1 , PRI~ER 1 //10X,'VREONOST I~TEGRALA ::: 1 

1,F12,A//) 
OLL E.XlT 
UiD 

133 



Primenom ovog programa priblizno smo izracunali vrednosti sledecih integ
rala: 

16 x 2 y 2 

J J 2 2 dxd;,,· 
0 1 +x + y 

f J VT+ (1 +x? + y 2 dxdy; 
G 

. 24 x 2 

J j . h 2 2 dxdy. 
av~-x-y 

Funkcijski potprogram EF i izlazna lista im:Jju oblik: 

FUNCTION EF(X,V,K) 
GO T0(10,20,30),K 

10 Ef:(16.*X*X*Y*Yl/(1.+X*X+Y*Y) 
RET URI~ 

20 FF:SQRT(1.+Y*Y+(1.+X)**2l 
f/ETU>U< 

3n Ef:::(24~•X•Xl/SQAT(2.•X*X•Y•Yl 
Rf T URI< 
END 

IZRACUN•VANJE OVOSTRUKOG INTf.GRALA 

V~<EOI\JOS1 INTE:Gf/ALA ::: 1,256fdil 

2, PRU'I:R 

VAEONUST lNTEGRALA ::: 4,858377 

~. PRIMER 

VREONOST lNTEGRALA ::: 16.324198 

5.2. INTEGRALNE JEDNACINE 

5.2.1. Uvod 

.Jednacina 
b 

(2.1.1) y (x) =f (x) +A.f K (x, t)y (t) dt, 

gde su f i K poznate funkcije, y nepoznvta funkcija i / •. numericki parametar, nazi
vase Fredholmova integralna jednacina druge vrste. 
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Funkcija K se naziva jezgro integrali1e jednacine (2.1.1). U nasim razn.atra
njima pretpostavljacemo uvek da je jezgro definisano i neprekidno na D = { (x, t) I 
a <,. x <,. b, a <,. t <,. b J · 

Ako je f (x) $ 0, jednaCina (2.1.1) se naziva nehomogenom, au slucaju kada 
je f (x) = 0. jednacina je homogena. 

Integralna jednacina oblika 

b 
f(x) +AjK(x,t)y(t)dt=O 

a 

naziva se Fredholmova in tegralna jednacina prve vrste. 

Yolterraove integralne jeclnacine prve i druge vrste imaju oblike 

X 

.f (1C) +AJ K(x,t)y(t)dt=O 
a 

X 

y (x) = .f (x) +A f K (x, t) y (t) dt 
a 

respekt i~·no. 
Za resavanje Fredholmove jednacine (2.1.1) cesto se koristi metod sukcesiv

nih aproksimacija koji se zasniva na jednakosti 

b 
(2.1.2) Yn (x) =f(x) +A I K (x, t)yn~ 1 (t)dt (n == 1, 2, ... ,), 

a 

pri cemu se uzima y
0 

= f(x). Naime, ako definisemo niz funkcija fJ\} pomocu 

5'
0 

(x) = Y
0 

(x) = f(x), 
b 

Yj, (x) == J K (x, t) .p;,_ 1(t) dt (k = 1, 2, ... ). 
a 

tada se (2.1.2) moze predstaviti u obliku 

(2.1.3) 
n 

y (x) = ~ Ak )\(x) 
n k=o 

(n = 1. 2, ... ). 

Moze se pokazati da niz y n konv~rgira ka tacnom rdenju jednacine (2.1.1) 

ako je ispunjen uslov I "A I< ,
1 
(~-~~) gdeje M=: max IK (x, t) [. 

1> D-a x,te[a,b] 

5.2.2. Plimena kvadraturnih formula na resavanje Fredholmove integralne 
jednacine dmge vrste 

U cilju rdavanja jednacine (2.1. J) uzmimo kvadraturnu formulu 

(2.2.1) 
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gde su apscise x 1, ... , xn iz [a, b ], A. tezinski koeficijenti koji ne zav1se od F i 
R n (F) odgovarajuci ostatak. 

1 

Ako u (2.1.1) stavimo redom x =xi (i = 1, ... , 11), imamo 

b 
y (x) = f (x) + A f K (x, t) y (t) dt (i= 1, ... ,11), 

a 

odakle primenom kvadraturne formule (2.2.1) s!eduje 

n 
(2.2.2) y(x)=f 0.)+1\ 1~= 1Al(xi,xi)y(.A)+R 11 (F) (i=l, ... ,ll), 

gde je Fi (t) = K (xi, t) y (t) (i = ~, ... , n). Odbacivanjern clanova Rn (F) (i = 1, 
... , n), na osnovu (2.2.2) dobijamo sistem linearnihjednacina 

n 
(2.2.3) y.- A. ~ A.K .. y. =f 

I j= 1 J IJ J I 
(i= 1, ... ,n), 

Sistem (2.2.3) se moze predstaviti i u matricnom obliku 

ft 

- A.A K 
n 2n 

1-A.A K 
n nn 

Resavanjern dobijenog sistema linearnih jednacina po y 1 •... , y 
11

, priblizno 
resenje jednacine (2.1.1) se rnoze predstaviti u obliku 

n 
(2.2.4) y (x) = f(x) + A ~ A. K (x, x.) y .. 

j= 1 J J J 

5 .2 .3. Programska realizacija 

Metod izlozen u prethodnom odeljku realizovacemo koriscenjem uopstene 
Simpsonove kvadraturne formule, kod koje je 

b-a 
h=2m, n=2m+l, xi=a+(i--l)h (i=l, ... ,ll), 
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Za resavanje sistema linearnih jednacina (2.2.3) koristicemo potprograme 
LRFAK i RSTS iz 4.4.6 (poglavlje 4.4). 

U potprogramu FRED formira se sis tern jednacina (2. 2.3 ). Parametri u listi 
ovog potprograma imaju sledece znacenje: 

X- vektor apscisa kvadraturne formule; 
A vektor tezinskih koeficijenata kvadraturne formule; 
FK · ime funkcijskog potprograma kojim se zadaje funkcija fi jezgro K; 
PL - vrednost parametra 'A; 
C matrica sistema (2.2.3), memorisana kao vektor (kolona po kolona); 
F ·· vektor slobodnih clanova u sistemu jednacina (2.2.3). 

SUYHUUllNE FREU(X,A,N,FK,PL,C,F) 
DI~E~SlON X(1),A(1l,C(1J,F(1) 
Ir,D::: ~r. 
Oil 15 J:1,fll 
HiD:::lNDtN 
DO ·1 0 I ::1 , N 
IJ::INO+l 
C(lJl=·PL*A(J)*FK(X(l),X(J),2) 
IF(lwJ)1Q,~,10 

5 CCIJJ:1+C(lJl 
1 o CCFH I NUE 
15 F(J):::rK(X(J),X(l),1) 

Rf1 URI\ 
Ef'Jl) 

Funkcijski pot program FK ima sledece parametre u listi: 

Xi T vrednosti argumenata xi t respektivno; 
M - celobrojni parametar, koji definise izracunavanje vrednosti funkcije 

j'(M = I) i izracunavanje vrednosti jezgra K (M = 2) pri zadatim vred· 
nostima argumenata. 

rlii,CTIUI' FK(X,T,M) 
GO TLJ(10,20l,M 

10 FK:::EXP(X) 
RETURN 

20 FK:::X*EXP(X*Tl 
fiE TURN 
E ~IU 

lfzimajuCi kao primer jednacinu 
1 

y(x)=ex- J xex 1y(t)dt 
() 

i M = 1. 2 (N = 3, 5) dobijeni su rczultati koje navodimo iza odgovarajuceg progra
ma. Primetimo cia je tacno rescnje date jednacine y (x) = 1. 
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E X T fC R ~~ A L F t( 
DlM~NSION X(10J,A(10J,C(100),B(10),IPC9) 
REAO(k,SJ PL 1 DG,GG 

5 FOk"AT(3FS,Ol 
10 READ(8 1 1~,E~D~60) M 
1 ') F 0 1-11·1 A T ( I 2 ) 

1'1::21>~1+1 

H:(GG•DG)/(2,•FLOAT(Mll 
X(1)::0G 
DO 20 I::2,N 

20 X(!):X(lw1)+H 
Q:H/3, 
A ( 1 ) ::Q 
A(fii)::Q 
no 25 I;:1,M 

2~ A(ell!):::4,lll~ 

f'lll .so I =2, r.., 
_, 0 A (.:!*I e 1 ) "2 , • ll 

CALL FREU(X,A,N,FK,PL,C,Hl 
CALL LRFAK(C,N,IP,DET,KR) 
IF(Kb) 35,40,35 

35 ~1Hlt(5,45) 
45 FOR~AT(1HO,tMATRICA SISTEMA SINGULARNA'//) 

GU TO 60 
40 CALL RSTS(C,N,IP,Rl 

~RlTE(5,50) (8(I),I::1,N) 
~0 FOR~AT(/5X, 1 RESENJE 1 //(10F10.5)) 

Gn T 0 1 0 
60 CALL EXIT 

END 

t'IE SEI';Jt 

1,011000 0,943?8 0,79472 

1,00000 1.00000 1. 0•1000 1,00000 

5.3, OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE 

5.3.1. Uvod 

Ovo poglavlje je posveceno, uglavnom, resavanju Cauchyevog problema kod 
:1bicnih diferencijalnih jednacina, tj, problema sa pocetnim uslovima. Metodi su 
razvrstani u dve opste klase i to: 

1 o Klasa liuearnih viSekoracnih metoda, 
2° Klasa metoda Runge-Kutta. 

Takode. ubzacemo i na resavanje konturnih problema kod obicnih diferen

cijalnih jednacina. 
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53.2. Eulerov metod 

Eulerov metod je najprostiji numericki metod za resavanje Cauchyevog prob-
lema 

(3.2.1) y'=f(x,y), y(x)=yo 

i bazira se na pribliznoj jednakosti 

tj. 

(3.2.2) y (x) = y (x ) + (x - x ) f (x , v ), 
0 0 0 "'0 

s obzirom na (3.2.1 ). Ako say 1 oznacimo pribliznu vrednost za y (x 1 ), na osnovu 
(3.2.2) imamo 

Yt = Y +(x1 -x )f(x ,y ). 
0 0 0 0 

U opstem slucaju, za proizvoljan skup tacaka x
0 

< x 1 < x 2 < ... , pribliz
ne vrednosti za y (x

0
), u oznaci y n, mozemo odrediti pomocu 

(3.2.3) )' = y + (X - )( ) f ( X )' ) n+1 n ,n+l ·n n' n (n=O,l, ... ). 

Poslednja formula definise Eulerov metod, cija je geometrijska interpretacija 
data na sl. 3.2.1. 

y 

X 

sl.3.2.1 

Poligonalna Hnija (X
0

, Y) - (x 1, y 1)- (x 2 , y 2)- .•. poznataje kao Eulerov 
poligon. 
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Najcesce se tacke x biraJ·u ekvidistantno, tj .. x - x = h = canst '> 0) - . n - n+l n · \ 
(11 = 0, 1. _ - ) Ill tom slucaju (3.2.3) se svodi na 

Y n + J = Y n + lif (X n' Y n) (11 = 0. I, ... ). 

5.3.3. Opsti lineami visekoracni metod 

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatracemo jednu opsau kla
su metoda za resavanje Cauchyevog problema 

(3.3.1) Y '= f (x, y), y (x ) = y 
0 0 

b-x 
Ako segment [x 

0
, b] podeluno naN podsegmenta duzine II = ~ . dobi-

jamo niz tacaka x
0 

odreaen sa 

X =X + nh 
n o 

(n = 0, 1, ... ,N). 

Neka y oznacava niz pribliznih vrednosti resenja problema (3 .3 .1) u tackama 
x i nekal\Jef =f(x ,y ).PrednamasepostavlJ'aproblemodredivanJ'aniza -y. 

n n · n n n 
Za resavanje ovog problema razraden je veliki broj metoda. J edan od ovih metoda 
je i Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eulerovog meto
da niz y n se izracunava rekurzivno pomocu 

(3.3.2) (n = 0, 1, ... ). 

pri cemu postoji linearna veza izmedu y n' y n+ 1 i /
0

. U opstem slucaju za izracu
navanje niza y n mogu se koristiti slozenije rekurentne relacije, nego sto je (3.3 .2). 
Medu metodima, koji proisticu iz ovih relacija, vaznu ulogu igraju metodi kod kojih 
postoji linearna veza izmedu Yn+i' fn+i (i = 0, 1, ... , k) i oni cine klasu tzv.linear
nih visekoracnih metoda*. 

Opsti linearni viSekoracni metod moze se predstaviti u obliku 

k k 
(3.3 .3) :E £l1Yn+l = h 

i=o 
:E ~Jn+i 
i=o 

(n = 0, I, ... ), 

gde su <Xi i ~i konstantni koeficijenti odredeni sa tacnoscu do na multiplikovanu 
konstantu. Da bismo obezbedili njihovu jednoznacnost uzecemo <X k = 1. 

Ako je ~k = 0, kazemo da je metod (3.3.3) otvorenog tipa ili tdaje eksplici .. 
tan; u protivnom metod je zatvorenog tip a ili implicitan. 

U opstem slucaju (3.3.3) predstavlja nelinearnu diferencnu jednacinu, s ob
zirom dajefn+i =f(xn+ i' Yn+). 

Za odredivanje niza y , primenom metoda (3.3.3) potrebno je poznava-
nje startnih vrednosti y. (i = 0, 1, ... , k - 1). Kako nam je unapred poznata je
dino vrednost )'

0
, posehan problem u primeni visekoracnih metoda (3.3.3) pred-

*) Na engleskom: multistep method. 
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stavlja odredivanje ostalib startnih vrednosti. Ovom problemu bice posvecen pose
ban odeljak. 

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti yi (i = 0, 1, ... , k - 1), 
kod eksplicitnih metoda direktno se izracunavaju yk, yk+ 

1
, .... , yN pomocu 

Medutim, kod implicitnih metoda za ouredivanje vrednosti y treba resiti jed-
•. n+k 

nacmu 

(3.3.4) 

gdeje 

Kada je (x, y) --+ f (x, y) nelinearna funkcija koja zadovoljava Lipschitzov 
uslov po y sa konstantom L. jednacina (3.3 .4) se moze resiti iterativnim procesom 

(3.3.5) Y.[s+l]=h~ f(x ylsJ )+"' 
n+k k · n+k' n+k 'I' 

polazeci od proizvoljne vrednosti y~~t ako je 

Uslov dat ovom nejednakos6u obezbeduje konvergenciju iterativnog procesa 
(3.3 .5). 

Za metod ( 3.3 .3) definisimo diferencni operator L h : C1 [x , b] --+ C [x , b] 
0 () 

pomocu 

(3.3.6) 
k 

Lh [y] = 2: 
i=o 

[£X.y (x +ih) - h ~. y '(x +ih)]. 
I . I 

Neka funkcija g e C"' [x 
0

, b ]. Tad a se Lh [g] moze predstaviti u obliku 

(3.3.7) 

gde su C. (j = 0, 1, ... ) konstante, koje ne zavise od hi g. 
J 

Definicija 3.3.1. Unearni viSekoracni metod (3.3.3) ima red p ako je u razvoju 
(3.3.7) 
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Neka je x --+ y (x) tacna resenje problema (3 .3 .1) i y n niz priblizn ih vred
nosti ovog resenJ·a u tackama x = x + nh (11 = 0, 1, ... , N) dobiJ'en primenom me-

- n o 
toda (3.3.3), sa startnim vrednostima v. = s. (lz) (i = 0, 1, ... , k - 1). 

"I I 

Definicija 3.3.1. Za linearni visekoracni metod (3.3.3) se kaze da je konvergentan 
ako jc za svako x E (x

0
, b] 

lim 
x-+0 

x-x 0 =nh 

yn=y(x) 

i ako za startne vrednosti vazi lim s. (h)= y (i = 0, 1, ... , k - 1 ). 
h-+ 0 I . 0 

Linearni visekoracni metod (3.3.3) s.e moze okarakterisati prvim i drugim ka
rakterislicnim polinomom koji su dati respektivno pomocu 

k . k . 
p m = 2: (X.~~ 

i=O 
1 

a (0 = 2: p. ~~. 
i=o 

1 

Dve vazne klase konvergentnih viSekoracnih metoda koje se srecu u primena
mam: 

1 o Metodi kod kojihje p (0 = ~k - ~k- 1 ; 

2° Metodi kod kojih je p (0 = ~k - ~k- 2 . 

Eksplicitni metodi prve klase nazivaju se Adams-Bashfortovi, a implicitni Adams
Moultonovi. Slicno, eksplicitni metodi druge klase nose naziv Nystromovi metodi, 
dok se odgovarajuci implicitni metodi nazivaju generalisani Milne-Simpsonovi. 

Naravno, postoje metodi koji ne pripadaju ovim klasama. 

5 .3 .4. Izbor startnih vrednosti 

Kao sto je ranije napomenuto, kod primene linearnih visekoracnih metoda na 
resavanje problema (3.3.1), potrebno je poznavanje startnih vrednosti yi = si (h), 

takvih da je lim s. (h)= y (i = 1, ... , k -- 1). Naravno, ovaj problem se postavlja 
h _,. 0 I 0 

kada je k > 1. 

Ako je metod (3.3.3) reda p, tada ocigledno startne vrednosti si (h) treba bi~ 
rati tako da je 

s. (h) - y (x.) = 0 (hP+ 1) (i = 1, ... , k- 1), 
I I 

gde je x--+ y (x) tacno resenje problema (3.3 .1). 
U ovom odeljku navescemo jednu klasu metoda za odredivanje potrebnih 

startnih vrednosti. 
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Pretpostavimo cta je funkcija f u cliferencijalnoj jednacini (3.3.1) dovoljan 
broj puta cliferencijabi!na. Tada na osnovu Taylorovog metoda imamo 

1" I P 
Y (X +h)'=)' (X ) + lzy '(X ) +~1 )I "(X ) + ... + --'-1_1 V(p)(X ) + 0 (/zP+ I ) . 

. 0 0 0 ' 0 p." . 0 

Posleclnja jednakost ukazujc na to da se moze uzeti 

s obzirom da je tada \(h) - y (x 1 ) = 0 (lzP+ 1) (x 1 = X
0 

+h). lsti postupak se moze 
primeniti i na odredivanje ostalih startnih vrednosti. Naime, n opstem slucaju, ima
mo 

1 h
2 

II · ) - flP (p) · ( . 
si(h)=y ~'<-

1
)+hy (x. 

1
)+---;-!Y (x. 

1 
+ ... +-

1 
y (x. 

1
) i=l, ... ,k-1), 

1- 1-- "' • l- p . 1-

pri cemu za y (xi- 1) uzimamo si- 1 (lz). 

5 .3 .5. Prediktor-korektor metodi 

Kao sto je navedeno u odeUku 5.3.3 primena implicitnih metoda je skopcana 
sa resavanjem jednacine ( 3.3 .4) na svakom koraku in tegracije, pri cemu se za ovo 
resavanje koristi iterativni proces (3.3.5). Bez obzira na ovu teskocu implicitni me
todi se dosta koriste za resavanje Cauchyevog problema, s obzirom da imaju niz 
prednosti nad eksplicitnim metodima (visi red, bolja numericka stabilnost). Pocet-

na vrednost y ;~t , u primenama se odreduje koriscenjem nekog eksplicitnog meto

da, koji tacla nazivamo prediktor. Implicitni metod (3.3.4) nazivamo korektor. Me
tod dobijen ovakvom kombinacijom nazivamo precliktor-korektor metod. 

Za oclredivanje y n+k, iterativni proces (3.3.5) treba primenjivati sve dok ne 

bude ispunjen uslov 

ly[st1] -y ]slj<E, 
n+k n+k 

gde je E clozvoljena greska, obicno reda lokalne greske zaokrugljivanja. Tada se za 
" t' [s+ I I 

Yn+I< moze uze lJ'n+k . 

Meautim, ovakav nacin se najcesce ne primenjuje u praksi, s obzirom da zah
teva veliki broj izracunavanja vrednosti funkcije f po jednom koraku i uz to je ovaj 
broj promenljiv od koraka do koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izracunavanja, 
broj iteracija u (3.3.5) se fiksira. Dakle, uzima se samo.s = 0, 1, ... , m- 1. 
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5 .3 .6. Programska realizacija visekoracnih metoda. 

U ovom ocleljku dacemo programsku realizaciju kako eksplicitnih taka i im
plicitnih metoda. Dobijene programe testiracemo na primeru (sa h = 0.1 ). 

y' = x2 + y, y (1) = 1 (1 ~X~ 2). 

Tacna resenje ovog problema je y (x) = 6ex·· 1 - x 2 
- 2x .. 7.. 

3.6.1. Eulerov metod 

Y n+ 1 ·- Y n = hfn (ll = 0, 1' ... ). 

ciji je reel p = 1, i Adams-Bashfortov inetod treceg reda 

lz 
.l'n+3- Yn+2 = 12 (.23J;1 + 2 - 16/~+ 1 +Sf~) (n = 0, l, ... ), 

realizovani su pomocu potprograma FULER i ADAMS respektivno. 
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SUnROUTlNE lULER(XP,XK,H,Y,FUN) 
D I~~ E '' S I 0 N Y ( 1 I 
N:::(XK•XPl/H 
X:::XP 
00 11 l:::1,N 
Y(1+1):::Y(ll+H•FUN(X,Y(lll 

11 X:::XH1 
RETURN 
!::NO 

FUNCTION FUN(X 1 Y) 
FUI•:::X • X t Y 
RETURN 
[I, I) 

SU8HOUTINE ADAMSCXP,XK,H,Y,FUN) 
DIME"'SlON YC1) 
N:::(XK=XP)/H 
X:::XP 
FO:::FUN(X 1 Y(1)) 
f1:::FUN(Xt~,Y(2)) 

N2:::<~=2 

DO 11 I:::1,N2 
F2:::FUN(Xt2,•H,Y(l+2)) 
YCit3):::Y(It2ltH•(7.3,•F2=16,•F1t5.•F0)/12, 
Fo:::F1 
F1:::F2 

11 X:::X+H 
RE TURI~ 
END 



Parametri u potprogramskoj listi imaju sledece znacenje: 

XP i XK ·· pocetna i krajnja tacka intervala integracije; 
H- korak integracije; 
Y - vektor pribliznih vrednosti resenja dobijen visekoracnim metodom. pri 

cemu kod Eulerovog metoda Y (1) predstavlja datu pocetnu vrednost, 
a kod Adamsovog metoda startne vrednosti su date kroz Y (1 ). Y (2) i 
y (3); 

FUN - ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe desna strana diferen
cijalne jednacine f (x, y ). 

Startne vrednosti za Adamsov metod odredujemo primenom Taylorovog me
toda zap = 3 ( videti odeljak 5 .3 .4). Naime, kako je 

y(l)=l, y'(J)=2, y"(1)=4, y"'(l)=6, h=O.l, 

dobijamo Y(l)=l.. Y(2)=1.221. Y(3)=!.48~D6. 

10 

G lavni program i izl azna I ista imaju oblik: 

C=========================================================== 
C RESAVANJt DIFERENCIJALNIH JEDNACINA EKSPLICITNIM ~ETOOIMA C=====:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

t:XTERNAL FL.it>J 
DIMENSION Y(100),Z(100) 
F(Xl=6.*EXP(X~1.)-X*X-2.*X-2. 
WRITE(5,10) 

10 FORMAT(8X, 'RESAVANJE OIFERENCIJAL.JED.EKSPLICITN!~ 1 , 
1 1 MtTODit-1A 1 //8X, 1 XN 1 ,8X, 1 YN(I)',5X, 1 GRESKA(%) 1 ,3X, 
2· I y il/ ( I I ) I ' 4 X ' ' G REs K 1\ (%) ' I) 

XP=1. 
XK=2, 
H::0,1 
Y(1)::1. 
CALL EULER(XP,XK,H,Y,FUN) 
ZC1l=YC1l 
Z(2l=1.221 
z (3) =1 •. 4'!l!l36 
CALL AOAMS(XP,XK,H,Z,FUN) 
N:(XK-XP)/H 
NN=N+1 
X:XP 
(iHl 22 1!<1, NN 
G1=A~S((Y(l)•F(Xll/F(XI)*100, 
G2=A~S((Z(Il•F(X))/F(Xll•100, 
~RITE(5,20)X,Y(I),G1,l(Il,G? 

22 X:Xti1 
20 FOHMAT(8X,F3,1,2(4X 1 F9,5,4X,F5.2)) 

CALL EXIT 
END 

RESAVANJE DIFERtNCIJAL,JED,EKSPLICITNIM METOOIMA 

XN 

1 • 0 
1 .1 
1.2 

YN (I l 

1.0000() 
1,20000 
1.44100 

GRESKA(%J 

o.oo 
1 • 7 2 
3,19 

YN(I!) 

1,00000 
1,22100 
1,48836 

GRESKA(%) 

o.oo 
o.oo 
0,00 
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1. 3 1.72910 ,, • 42 1,801:l83 0,02 
1.4 2.07101 5.47 2.1902R o.o3 
1.5 2.47411 6.3( 2.64126 0,04 
1 • 6 2.91t652 7' 13 3,17116 o.o~ 
1 • ( .3.49717 7.79 3,7904(1 0,06 
1 • R 4.13589 8.36 4,51045 0,06 
1 • '1 4.8734!; 8,87 5.34403 0,07 
2.0 5.72.183 9.32 6 •. ~0518 0,07 

3 06 02 0 Uzimajuci Eulerov metod kao prediktor i trapezno pravilo (p = 2) 

= !!:__(f. +f ) Y n+ I -- Y n 2 n n+ I 
(ll =0, 1, 0 0 o) 

kao korektor (sa brojem iteracija m = 2) obrazovan je potprogram PREKORO Glav
ni program, potprogram i izlazrii rezultati imuju oblik: 
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C===========~::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

C R~SAVANJ£ DIF.JED. METOOOM PREDIKTORmKOREKTOR 
C::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

EXTERNAL fUI\j 
DIMENSION YC1 00) 
F(X):6,*£XPIX-1.)-X*X-2.*X-2. 
WRITE(5,10) 

10 FORMAT(BX,'RESAVANJE OIF,JED. METODOM PREDIKTOR-KOREK' 
1, 'TOR' //15X, 1 XN 1 ,13X, 1 YN 1 ,10X, 1 GRESKA(%J 'll 

READ(8,5lXP,KK,YP,H 
5 FDf<MAT(4F6.1) 

CALL PREKOR(XP,XK,YP,H,Y,FU~) 

N=(XK~XP)/H 

NN:Nt1 
X:XP 
flO 11 1:::1 ,NN 
G:AHSC(Y(Il~F(X))/F(X))*100. 

~RITE(5,15)X,Y(I),G 

15 FORNAT(15X,F3.1,SX,F9.5,8X,F5.2) 
11 )(::XtH 

CALL EXIT 
f'_ND 

~UHHUUTINE PREKOR(XP,XK,YP,H,Y,FUN) 
OIM~NSION Y(100) 
~-I::(XK~XP)/H 

xo:XP 
y ( 1) :;:yp 

on 10 I=1 ,N 
C PfWG~<OZlf<ANJE V"EDNOSTI 

FXY;FUN(X,Y<Il) 
'/P:Y(l)+H*FXY 

C KOHtKCIJA VREONOSTI 
r)O 2 0 H:: 1, 2 

20 YP:Y(I)+H/2,•CFXYtFUNCXtH,YP)) 
YCI+1l=YP 

10 :<:XtH 
PET URN 
Ei>JD 



RESAV41JJI: uiF,JED, i'AF Tfli)OM PREOIKTOR~KOREKTOR 

XN Yi~ GRESKA(%1 

1 • 0 1,00000 0,00 
1 • 1 1 '2 2"1 52 0,04 
1 • 2 1,48952 0,07 
1 • 5 1,8'1097 0,10 
1. 4 2,19363 0 ,1? 
1 • 5 2,64602 0,14 
1.6 :1,1/760 0,15 
1 • 7 :; • 79881 0,1 7 
1,/l 4.52118 0,1/l 
1 • 9 5.:~5747 0,1R 
2.0 6,32177 0,19 

5 .3.7. Metodi Runge-Kutta 

U prethodnim odeljcima razrnatrani su linearni visekoracni metodi za resava
nje Cauchyevog problema (3 .3 .1 ). Red ovih metoda se moze povecati povecanjem 
broja koraka. Med.utim, ukoliko se zrtvuje linearnost koju poseduju ovi metodi, mo
guce je konstruisati jednokoracne metode sa proizvoljnim red om. 

Za resavanje Cauchyevog problema oblika (3 .3 .1) sa dovoljno put a diferenci
jabilnom funkcijom f, moguce je, takocte, konstruisati jednokoracne metode viseg 
reda (na primer, Taylorov metod). 

Posmatrajmo opSti eksplicitni jednokoracni metod 

(3.7.1) 

Definicija 3. 7. L Metod (3. 7.1) je reda p ako je p najveci ceo broj za koji vazi 

y (x +h)- y ( x)- h ¢ (x, y (x), h)= 0 (hP+ 1 ), 

gde je x ryy (x) tacno resenje problema (3.3.1). 

Definicija 3.7.2. Metod (3.7.1) je konzistentan ako je ¢ (x, y, 0) =f(x, y). 

Primetimo daje Taylorov metod specijalan slucaj metoda (3.7.1). Nairne, kod 
Taylorovog metoda reda p imamo 

(3.7.2) 
p-1 

¢ (x, y, h)= ¢T (x, y, h)= . ~ 
!=o 

U specijalnom slucaju, kod Eulerovog metoda je ¢ (x, y, h)= f(x, y). 
U ovom odeljku razmatracemo jednu specijalnu klasu metoda, oblika (3. 7.1), 

koju je 189 5. godine predlozio C. Runge ([ 4 ]). Kasnije, ovu klasu metoda razvili su 
W. Kutta ([5]) i K. Heun ([6]). 
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Kao sto cemo kasnije videtL svi ovi metodi sadrze slobodne parametre. Sob
zirom na vreme u kome su se pojnvili ovi metodi, slobodni parametri su birani tako 
da se dobiju sto jednostavnije formule za prakticno racunanje. Meoutim. uvakve 
vrednosti parametra ne obezbeduju optimalne karakleristike posmalranih metoda. 
Ll Jaljem tekstu ove metode zvacemo klasicnim. 

Opsti eksplicitni metod Runge--Kutta ima oblik 

(3.7.3) 

gde su 

(3.7.4) 

Yn+!-yn=hrj;(xn,yn,ll), 

Ill 

rp(x, y, h)= 2: c. k., 
j= 1 I I 

k 1 =.f(x,y), 

k. = f t x + a. h, y + b. h) 
1 • \ 1 I 

i-1 
a.= z; 

I j= I 
~ij' 

i-1 
b.= L ~ .. k. 

I j=J IJ J 

(i = 2, ... , m). 

m 
Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.7.3) sleduje 2: ci = 1. 

i=l 

Nepoznate koeficijente koji figurisu u ovom metodu, odreoujemo iz uslova da 
metod ima maksimalni red. Pri ovome, koristimo sledecu cinjenicu: Ako se 
¢ (x, y, h), razvijeno po stepenima od h, moze predstaviti u obliku 

(jJ (x, y, h)= </JT (X, y, h) t 0 (hP), 

gdeje ¢T definisano pomocu (3.7.2), tadaje metod (3.7.3) redap. 
Prethodno nadimo razvoj ¢T (x, y, h) po stepenim od h. Koriscenjem Monge

ovih oznaka za parcijalne izvode imamo 

( a + _1__) .f = .f + .f.f = F ax ay x y 

a .f a )2 .f ( a .f a ) F c + f F, (-a:;;+ ay = ax+ oy . = y 

gde smo stavili G = f + 2.f.f + ff . Tada iz (3.7.2) sleduj'e XX Xy yy 

1 1 
(3.7.5) ¢T (x, y, h)= .f+ l hF + (; h2 (G + fyF) + 0 (h 3). 
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Razmotricemo sada samo metode Runge-~Kutta. ciji je red p,:;;; 3. Pokazuje 
se da je za clobijanje metoda treceg reda dovoljno uzeti m = 3. U tom slucaju. tor~ 
mule (3.7.3) se svode na 

kt =f(x,y), 

a3 =0'31 +0'32• b: = C\'31 k1 +0'32 k2. 

Razvijanjem funkcije k 2 u Taylorov red, u okolini tacke (x, y), dobijamo 

1 
k 2 =f+a 2 Fh+ 2 a~Gh 2 +0(h 3 ). 

Kako je 

imamo 

Razvijanjem funkcije k 3 u okolini tacke (x, y) i koriScenjem poslednjih jedna
kosti imamo 

1 2 2 3 
k3=[+a3Fh+2(2a3C\'32Ffy+a3G)h +O(h ). 

Najzad, zamenom dobijenih izraza za k 1, k2 , k 3 u izrazu za 1> (x, y, h) dobija-
mo 

1> (x, y, h)== (c1 + c2 + c~) f + ( c2a2 + c3c3) Fh 

2 2 h2 
3 

+ (c2a2G + 2c3a2C\' 32Ffy + c3a3G) 2 + 0 (h ). 

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m == 1., 2, 3. 

Slucaj m = 1. Kako je c2 = c3 == 0 imamo 
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Uporcaivanjem sa (3.7.5) dob\jamo 

1>T(x,y,h)-¢(x,y,ft)""(l-cdf+ ~ lz
2

(G+fyF)+O(l/), 

odakle zakljucujemo da se za c 1 = 1, dobija metod 

ciji je red p = 1. S obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da on pripada i klasi 
metoda Runge- Kutta. 

Slucaj m = 2. Ovde je c3 = 0 i 

Kako je 

1 
¢ (x, y, h)- ¢T (x, y, h)= Cct + c2 - 1)/+ (c2 a2 - 2)fh + 

1 2 2 3 
+6[(3c2a 2 -l)G-fyF]h +O(h ), 

zakljucujemo da se pod uslovima 

(3.7.6) c 1 + c2 = 1 

dobija metod drugog recta sa jednim slobodnim parametrom. Naime, iz sistema jed
nakosti (3.7.6) sleduje 

1 c- --
2- 2 a2 

gde je a2 (* 0) slobodan parametar. Dakle, sam= 2 imamo jednoparametarsku fa
miliju metoda 

Y -y = 
2

h ((2a 2 -I)k 1 +k2), 
n+ 1 n a2 

U specijalnom slucaju, za a2 = ~ , dobijamo Euler C'auchyev metod 

1 1 1 . )' )) -y = zf(x +-11 Ji +--
2

hftx ,Y ). 
n+ l n n 2 ' n .• n · n· 

Slicno, za a2 "" I, uobijamo tzv. poboljsan Euler---Cauchyev metod 

J'n+ 1 -- Y =li- [f(x . Jl ) +1'(x + h, J' + hf(x , u )' ]. n !. ~ n · n n n n .rn 
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0 geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, na primer, [7]. 

Slucaj m = 3. Kako je 

zakljucujemo da su za dobijanje metoda treceg reda dovoljni uslovi 

(3.7.7) 
2 2 I 

c2 a2 + c3 a3 = J' 
1 

c3a2a:32"'6· 

S obzirom da imamo cetiri jednacine sa sest nepoznatih, izlazi da, u slucaju m = 3, 
imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge-Kutta. Moze se pokazati da meau 
metodima ove familije ne postoji ni jedan metod ciji je red veci od tri. 

U spec~alnom sluca~u kada je a2 =+ i a3 = +, iz (3.7.7) sleduje c1 = +, 
c2=0,c3 =4, a: 32 =; .Dakledobilismometod 

kt =f(x
11

, .1'
0

), 

. h . 1z 
k 2 = j (x n + 3, y n + J k J), 

koji se 11 literaturi srece kao Heunov metod. 

j 1 ' 
Za a2 = 

2
' a3 = 1 (=H' 1 = c3 = 6; c2 = ; , a: 32 = 2) 

dobijamo metod 
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k1 = f(x
11
,y

11
), 

11 h 
k 2 = f (X n + 2 , Y n + 2 k 1 ), 

k3 =f (X
11 

+ lz, )'
11 

-lzk 1 + 2hk2 ), 

koji je najpopularniji medu metodima treceg reda sa stanovista rucnog izraqunava
nja. 

u slucaju kada je m = 4, dobijamo dvoparametarsku familiju met ode cetvrtog 
reda. Nairne, ovde se, analogno sistemu (3.7.7). javlja sistem od 11 jednacina sa 13 
nepoznatih. 

Sada navodimo, bez doka.za. metod Runge-Kutta cetvrtog reda 

(3.7.8) Yn+l-yn =~(k1+2k2+2k3+k4), 

kl =.f(xn,yn)' 

f '( h h ) k2= xn+2, yn+ 2 k]' 

koji se u primenama tradicionalno najvise koristi. 
Od metoda cetvrtog reda cesto se koristi i tzv. Gillova varijanta ([8 ]), koja se 

moze iskazati sledecim .rekurzivnim postupkom: 

n: = 0, Q
0

: = 0 

(*) Yo:=Yn• kl:=h[(X
11
,Y), Y1:=Y

0 
+ ~(kt -2Q), 

3 1 I 
Ql:=Q

0
+-

2
(kl-2Q

0
)--

2
kl, k :=hf(x +.J_ Y) 

2 11 2 ' 1 ' 

h .111---c 
k 3 : = hf (x 11 + 2' Y 2 ), Y 3 : = Y 2 + (1 + v 1 I 2 )(k 3 - Q 2 ), 

Q 3 : = Q 2 + 3 ( 1 + .JT72) (k 3 - Q 2) -- (1 + ..Jf7i) k 3, k 4 : = hf (X 
11 

+ h, Y 3 ) , 

y4:=y3+ ~(k4- 2Q3), Q0 :=Q3+-~(k4--2Q3)-- ~k4. Yn+l:=y4 

n:=n+l 

Preci na ( * ). 
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Za razliku od linearnih viSekoracnih metoda, metodi Runge-Kutta ne zahte
vaju poznavanje startnih vrednosti (sem y (x) == y 

0
, koja, inace, definiSe Cauchyev 

problem), ali su za prakticnu primenu znatno komplikovaniji, s obzirom da zahte
vaju m izracunavanja vrednosti funkcijefu svakom koraku. 

5 .3.8. Programska realizacija metoda Runge-Kutta 

U ovom odeljku dajemo programsku realizaciju Euler-Cauchyevog, pobolj
sanog Euler-Cauchyevog metoda, kao i metoda cetvrtog reda (3. 7.8) i Gillove va
rijante metoda Runge-Kutta. Dobijene programe testiracemo na primeru iz odelj
ka 5.3.6. 

3.8.1. Potprogramom EULCAU realizovani su Euler-Cauchyev i poboljsan Euler
Cauchyev metod. Parametri u listi imaju sledece znacenje 

XP- pocetna tacka intervala integracije; 
H - korak in tegracije; 
N- ceo broj, takav da je N + 1 duzina vektora Y,· 
M -ceo broj koji definise nacin konstrukcije vektora Y. Nairne, u vektoru Y 

se redom memorise svaka M-ta vrednost resenja dobijena u procesu in
tegracije; 

Y - vektor resenja duzine N + 1, pri cemu Y (1) predstavlja zadati pocetni 
uslov y 

0
, y (2) je vrednost resenja dobijena integracijom u tacki XP + 

M· H, itd. 
FUN - ime funkcijskog potprograma, kojim se definise desna strana diferen

cijalne jednacine f (x, y ); . 
K - ceo broj, sa vrednostima K == 1 i K == 2, kojim se zadaje integracija po 

Euler-Cauchyevom i poboljsanom Euler-Cauchyevom metodu respek
tivno. 

Potprogram EULCAU ima oblik: 

SIJHfiflUTlNE EULCALI(XP,H,fii,M,y,FUN,K) 
DII~ENSION YC1l 
X:XP 
Y1=nn 
~11\i:O:I\J t1 
DO 10 1::2 6 1\iN 
00 20 J:::1,,~ 

YO::Y1 
Y1:.:1-U•~(X,YOJ 

GO TU(1,2),K 
1 Y1=YO~H•FUN(X+0,5•H,YOt0,5•H•Y1) 

GO TO 20 . 
2 Y1=YO+H•CY1+FUNCX+H,YO+H•Y1J)/2, 

20 X:::XtH 
10 Y(IJ::Y1 

f<ETURf; 
~ND 

G!avni program i izlazna lista su dati u daljem tekstu. Kao ulazne parametre 
za integraciju smo uzeli H = 0.1, N == 10, M = 1, a u drugom slucaju H == 0.05, 
N == 10, M == 2. Kolone YlN i Y2N, u izlaznoj listi daju vrednosti za resenje datog 
Cauchyevog problema, po obicnom i poboljsanom Euler-Cauchyevom metodu res
pektivno. Pored ovih kolona, u izlaznoj listi su date i kolone sa odgovarajucim gres
kama (izrazene u %) u odnosu na tacno resenje. 
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C••=====•••••••===•••••=•*•••=====•=======•================= 
C NESAVANJf DlF.JED.EULER•CAUCrlYfVIM I POHOLJSANIM METODCM 
C•==============•====================~====================== 

Dlt)<NAL FUll! 
DIMENSION V(100),Z(100) 
F(X)•6.*EXP(X•1,)•X*X•2.*X•2. 
WRJTE(5,10) 

10 FO~MQT(10X,'RESAVANJE DIF,JED, EULEA·CAUC~YEVIM I PO', 
1 '80LJSANIM MET0f)QM 1 ) 

20 READ(~,25,END:99)XP 1 Y(1),H,N,M 
25 FO~MAT(JF6.1,213) 

CALL EULCAU(XP,H,N,~,y,FUN,1) 
Z(.1):::Y(1) 
CALL EULCAU(XP,H,N,1,1,Z,Flllll,2l 
WRITEC5,30)H 

3 0 F 0 R MAl ( 1 H 0 , 3 0 X, I ( H = 1 , F 6 • 4 , 1 ) 1 I /1 5 X , ' X,~ ' , l:l )(, ' Y 1 N t , 4 X, 
1 1 GFIE.SKA(%) 1 , 5)(, 1 Y2N 1 i 4X, 1 GRE.-SKA(%) 1 1) 

NN•N+1 
X:XP 
DO 11 I=1,NN 
G1:::AASC(Y(l)-F(X)l/F(Xll•100. 
G2=ABS((Z(Il•F(Xll/F(X)l•100, 
WRITE(5,15)X,YCIJ,G1,ZCIJ,G2 

15 FOkMAT(15X,F3.1,3X,F9,6,2X,F7.5,3X,F9.6,2X,F7,5l 
11 )(:X+H•M 

GO TO 20 
99 CALL EXlT 

END 

RESAVANJE DIF,JED. EULER-C AUCHYE V lf<1 I POBOLJSANIM METODOM 

(H:::O,·JOOOJ 

XN Y1N GRESKA(%) Y2N GRESKA(%) 

1 • 0 1,000000 o.ooooo 1,000000 o.ooooo 
1 .1 1.220250 0.06349 1.220500 0.04302 
1. 2 1.486676 0.11696 1 ·'·87203 o.08161 
1 • 3 1.806227 0.16179 1.807059 0.11583 
1 • 4 2,18651'!1 0.1993'• 2.187750 0.14598 
1 • 5 2.1'.>36222 0,23109 2,637764 0.17274 
1 • 6 3.164526 0.25814 3.166479 0.19656 
1 • 7 3.781851 0.28130 3. 781.260 0.21778 
1 • !I 4.499645 0. 30134 '•·502557 0.23682 
1. 9 5.330558 0.31909 5.334026 0.25424 
2.0 6.288567 0.33481 6.292649 0.27012 

CH•0.0500) 

XN Y1N GRESKA CO Y2N GRESKA(%) 

1 • 0 1.000000 o.ooooo 1,000000 0,00000 
1 ,1 1.220824 0,01652 1.220888 0,01128 
1 • 2 1,487963 0,03049 1,488098 0,02143 
1 • 3 1.808391 0,04219 1. 80860!, 0.03041 
1 • 4 2.189811 0.05192 2,190111 0,03824 
1 '5 2.640738 0,06019 2,641133 0,04'>22 
1 6 3.170581 0.\)6728 3.171082 0.05148 
1 • 7 3.789740 0,07329 3.790357 0.05700 
1 • 8 4.509705 0,07845 4.510452 0,06190 
1 • 9 5,:543177 1),08311 5,344067 0. 0664:~ 
2.0 6.304192 0,08717 6,305239 0.07058 



3 .8.2. Prema formulama (3. 7.8) za standardni metod Runge-Kutta cetvrtog red a 
obrazovan je potprogram RK4: 

SUBROUTINE RK4(XO,VO,H,M,N,YV~K,f) 

c ~~~~=========~=================== 
C METOD RUNGE~KUTTA CETVRTOG REDA 
c ================================= 

DJM~NSION VVEK(1) 
T::H/2, 
)(::)10 

Y=YO 
DO 20 I:1,N 
DO 10 J:1,M 
A:F(X,Y) 
B:F(X+TuY+hA) 
C:F (X+T, Y+hB) 
D::F ( X+H, Y+HI'C) 
)(::)(+H' 

10 Y::V+H/6,*(A+2.*B+2.*C+0) 
20 YVEK(!):Y 

RETURN 
END 

Parametri u listi imaju sledece znacenje: 

XO, XO- definisu zadati pocetni uslov (YO= y (XO); 
H- korak integracije; 
M, N- celi brojevi sa znacenjem slicnim kao u potprogramu EULCAU; 
YVEK - vektor duzine N koji se dobija kao rezultat numericke integracije, 

pri cemu je Y (1) vrednost dobijena u tacki XO + M · H, Y (2) vred
nost u tacki XO + 2M· H, itd. 

F - ime funkcijskog potprograma kojim se definise desna strana diferencijal
ne jednacine f (x, y ). 

Glavni program ima oblik: 

c========================================================== 
C RFSAVANJE:: fllf ,JEO, METODOi~ Rli~IGE~KIJTT4 

c:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::~::::::::::::::::::: 

EXT£:RNAL FUN 
DIMENSION Y(100) 
F(XJ::6,*EXP(Xm1,)mX*X~2,*Xm2. 

~RITE(5,10) . 
10 FOHMAT(14X, 1 RESAVANJE DIF,JED. METODOM RUNGE•KUTTA' J 
20 READ(A,5,END::99)X0 1 YO,H~N,M 
~ FORMAT(3F6.1,213) 

CALL RK4!XO,YO,H,M,N,Y,FUN) 
G::::O, 
RRITEC5,25)H,XO,VO,G 

2 ~ F llf-' 'it. r 1 1 H o, 21l x, • ( H"' 1 , F 6. 4, ' 1 1 111 5 x, 1 x N 1 , 1 3 x, 1 Y r~ 1 ,1 ox, 
1 I G fll:. S K A (%) 1 //1 5 X, F .i, 1 , II)(, F 9, 6, 7 X, F 7, 5) 

X::XO 
DO 11 1::1 , f; 

X:::X-tfHM 

G:::AAS((Y(ll-F(Kl)/F(X)l•100, 
11 wRlTE(5,15)X,Y(I),G 
15 FOR~AT(15X,F5,1,RX,F9.6,7X,F7.5) 

GO TQ 20 
9'1 C:ALL EXIT 

END 
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Uzimaju6i H = 0.1, N = 10, M = 1 dobijeni su sledeci rezultati: 

kESAVANJE OIF.JED. METOD OM RUNGE~KUTTA 

(H::0.1000l 

XN YN GRFSKA(%) 

1 • 0 1.000000 o.ooooo 
1.1 1.221025 o.ooooo 
1.2 1.488416 o.oooo~ 

1 • .5 1.809152 0,00014 
1 • 4 2.190947 0,00009 
1 • 5 2,642325 0. 00011 
1. 6 3,172710 0,00019 
1 • 7 3.7Q2512 0,00018 
1 .R 4,51324\) 0.00012 
1 • 9 5,347612 0. 0001Q 
C',O 6.309683. 0,00015 

3 .8.3. Gillovu varijantu metoda Runge-Kutta realizovacemo u dvostrukoj tacnosti. 
Parametri u listi potprograma GILL, XO, H, N, M. Y, FUN imaju isto znacenje 
respektivno kao parametri HP, H, N, M, Y, FUN u potprogramu EULCAU. Prime
timo da je ovaj potprogram realizovan taka da je izvrsena optimizacija u pogledu 
broja promenljivih. 
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Ulazne parametre za integraciju smo uzeli kao u 3.8.1. 

C=:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
C A~SAVANJE OJF.JED.METODOM RUN~E·KUTTACGILLDVA VARIJANTA) 
c=========================================================== 

F.XTERNAL FUN 
REAL•8 YI,OO),F,FUN,XO,X,H,G 
f(X)=6.*DEXP(X•1.J·X•X·2,*X-2 • 

. wRITEC>,10l 
10 FORMAT(!lX, 1 RESAVANJE DIF.JED. METOOOM fWNGE~KUTU (GILL' 

1, 'OVA VARIJANTII) I ) 

20 READ(~,25,ENO::QQ)X ,Y(1),H,N,M 
25 FORMATC3F6.1,2I3) 

xo::x 
CALL GILL(XO,H,N,M,Y,FUNl 
WRITE ( 5., 30) H 

30 FOR~!ATC1Ho,zsx, • CH=' ,F6.4, • l '1115X, 'XN' ,13X, •vN• ,1ox, 
1 1 GRESKA(%)'/) 

NN::N+1 
DO 11 I::1,NN 
G:DAHS((YIIl•f(X)l/F(XJl•100. 
WRITE(5,15)X,Y(I),G ' 

15 FORMAT115X,F3,1,8X,F9.6,6X,010.3) 
11 X::XtH*M 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

Sll i"l ROUT I "'E G 1 L L (X 0, H, N, '~, Y, FUN) 
REAL•B Y(1),H,FUN,XO,YO,Q,K,A,R 
R::DS(Jfl1 ( 0, 5DO) 
r•::O ,llO 
YO=YC1l 
N~•=t~t1 



no 1 o r:::: 2, ~'N 
1)0 20 J::::1 1 M 
K::::H~>FUN()(Q,YO) 

A::0,5~>(K®2,~>0) 

YO::::YO+A 
Q::::lH3, !>AwQ. '> <~K 
K::::H11fUI\J(XOtH/2.,YOl 
A::(1,•B)<~(K•Q) 

YO=YO+A 
Q:Qt3.wA-(1,•B)11K 
K::::H<~fUN(XOtH/2,,YO) 
A::::(1,ttJ)~>(K•f<) 

YO:::YOtA 
Q::Ot3.~>A•(1,tb)•K 

k::::HliFUI\J(XO+H,YOl 
A:(K•2,•Hn/f1, 
YO::YO+A 
Q:::flt3 ,•A-K/2. 

20 XO:XO+H 
10 Y(I):::YO 

RETUR~J 

END 

FUNCTION FUN(X,Y) 
RFAL*Il FUN,X,Y 
FlJ~J::Xl>XtY 

RfTURN 
END 

RESAVANJE DIF .JHl. METODO•vl RU<\!GE·KIJTTA (GILLUVA VARIJA\JTAl 

(H::::0,1000) 

XN YN GRESKA(%) 

1 • () 1,000000 0,0001)+00 
1.1 1,221025 0,('4t'lf1-04 
·] • 2 'J.I,I\8411'> 0.41\0f1-04 
1 0 3 1.809152 0,647fh04 
1.4 2.190946 0,80fl0•04 
1 ' 5 2.64?325 0,9490-04 
1. 6 3.172709 0.1fl7f1-03 

1 • ' 3.792~12 0,11111)-03 
1 0 ).( 4.515240 0.1?8fl-03 
1. 9 5,3471'>11 0,1360-0S 
2,0 l>.'lfl96W2 0,144f1•03 

(H:::0,0500l 

XN YN G.RE SK A (%) 

1 • 0 1,000000 o.ooontoo 
1.1 1.221025 0,162Dq05 
1 • 2 1,4/li\1,17 0,303f1q05 
1. 3 1,.809153 0,425Dq05 
1 '4 2.190948 0,531f1•05 
1 • 5 2.642.~27 0.6230~05 

1.6 3.172713 0,704f1-05 
1.7 3.792516 0, 7750-05 
1. 8 4.513245 0,8380-05 
1. 9 5,347618 0,8940•05 
2,0 1'>,309690 0.9460-05 
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5.3 .9. Resavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda 

Metodi koji su bili razmatrani u prethodnim odeljcima mogu se uopstiti u 
tom smislu da budu primenljivi za resavanje Cauchyevog problema za sistem od p 
jednacina prvog reda 

(3.9.1) 

U ovom slucaju, sistem jednacina (3.9.1) treba predstaviti u vektorskom ob-
liku 

-+ -+ -+ -+ -+ 
(3.9.2) y'=f(x,y), y(xo)=yo 

gde su 

Y1 Y1o !1 (x:y1, · · · ,yP) 
-+ -+ -+ -+ 
y= y = 'f (x, y) = 0 

Yr Ypo !P (x;yl, · · · ,yP) 

Od interesa je i resavanje Cauchyevog problema za diferencijalne jednacine 
viseg reda. Primetimo, meautim, da se ovaj problem moze svesti na prethodnL 
Nairne, neka je data diferencijalna jednacina reda p 

(3.9.3) y(P) = f (x, y, y', ... ,y<P-1)) 

sa pocetnim uslovima 

(3.9.4) y<i)(x )=y. (i=O,l, ... ,p-1). 
0 10 

Tada se, supstitucijama 

z 1 = y, z = ,,' z = y< p- 1 ) 
2 J>'"' p ' 

jednacina (3.9.3) sa uslovima (3.9.4), svodi na sistem 

I • 

zp-1 =zm' 

z; = f(x; z 1, z2 , ••• , zP), 
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Linearni visekoracni metodi, koje smo do sada razmatrali, mogu se formalno 
generalisati na vektorski oblik 

k --;. k --;. 
2: cx.y+.=h _2: ~/n+i 

i=o I 0 I i=O 

·-? -> 

gde je f. +. = f (x ., J-; . ), a zatirn se kao takvi mogu prirneniti na resavanJoe 
· n 1 n+1 n+1 

Cauchyevog problema (309.2). 
Takoae, metodi Runge-Kutta za resavanje Cauchyevog problema (30902) 

imaju oblik 

...... --;. --;. --;. 

Yn+J- Yn = h ¢(xn, yn' h), 

gde su 
--;. --;. m --;. 
<P(x y h)= 2: coko, 

'· ' i::::l 1 1 

i-1 --;. i-1--;. (i=2, .. o,m)o 
a 0 = 2: a: .. , b 0 = 2: a: .. k. 

I j= l IJ I j= J IJ J 

Sva analiza, koja je data u prethodnim poglavljlma formalno se moze preneti 
na navedene vektorske metodeo 

Kao primer realizujmo standardni metod Runge--Kutta cetvrtog reda (3o7 08) 
za resavanje sistema od dve diferencijalne jednacine 

y'=f1 (x,y,z), z'=f2(x:y,z), 

priuslovimay(x
0
)=y

0 
i z(x

0
)=Z

0
o 

Odgovarajuci potprogram ima oblik: 

SUBROUTINE R~S(XP,XKRAJ,YP,ZP,H,N,YY,ZZ) 
REAL KY1,KY2,KY3,KY4,KZ1,KZ2,KZ3vKZ4 
DIMENSION YY(1)vZZ(1) 
K:CXKRAJ~XP)/(H#FLOAT(NJ) 

N1=N+1 
X:XP 
Y:YP 
Z:ZP 
h:H/2. 
YY(1):Y 
ZZ(1):Z 
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DO 6 I=2,N1 
DO 7 J::o1,K 
KY1::oFUN(1,X,.Y,Z) 
KZ1::oFUN(2,X 1 Y,Z) 
KV2=FUN(1,XtT,YtT*KY1 1 Z+T*KZ1) 
KZ2:FUNC2vX+T,Y+T*KY1,Z+T*KZ1) 
KY3=FUN(1,X+T,Y+T*KY2 1 Z+T*KZ2) 
KZ3:FUN(2,XtT,Y+T*KY2 6 Z+T*KZ2) 
KY4:FUN(1,X+H,Y+H*KY3 1 Z+H*KZ3l 
KZ4:FUN(2,X+H,Y+H*KY3,Z+H*KZ3) 
Y:YtH*CKY1+2.*CKY2+KY3)tKY4)16. 
Z:Z+H*(KZ1+2.*CKZ2+KZ3)+KZ4)16. 

7 X:XtH 
YY(I):Y 

6 ZZCil=Z 
RETURN 
END 

K.oristeCi ovaj potprogram resili smo sisteni jednacina 

y' == xyz, z' = xy / z , 

pri uslovima Y (1) = 1/3 i z (1) == 1, na segmentu [1, 2. 5] uzimajuCi korak integta
cije h = 0 . 01, dok na izlazu stampamo x sa korakom 0.1 i odgovarajuce vrednosti 
za y, Y T, z, zT, gde su Y r i zT tacna resenja ovog sistema i data su sa 

C RESAVANJE SISTEMA D!F.JED.METODOM RUNGE•KUTTA 

DIMENSION YTC16) 1 ZT(16) 1 YYC16),ZZC16),X(16) 
YEG(X)::o72.1(7.•X*X)**3 
ZEGCX):6,1(7.•X*Xl 
READ(8,15)N,XP,YP,ZP,XKRAJ 

15 FORMAT(I2,4F3.1) 
YP=YPI3. 
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H:O .1 
N1=N+1 
DO 5 1:::1, N1 
X(l)::oXP+H*FLOAT(l•1) 
YH I) =YEG (X (I)) 

5 ZTill=ZEG(XCill 
WRITE(5,22) 
H;:::0.01 
CALL RKSCXP,XKRAJ,YP,ZP,H,N,YY,ZZ) 
WRITEC5 1 18) H,(X(ll 1 YY(!),YT(l),ZZ(I),ZT(I),I:1,N1l 

18 FORMATC/17X, 1 KORAK INTEGRACIJE H:I,F6.3//17X, 1 X1, 
111 X' I'( I , 1 0 X, I YT ACNO I , 11 X, I z I • 1 0 X' I z T AC NO I II ( F 1 0. 2, 4F 14. 7) ) 

22 FORMATC1H1, 9X, 1RESAVANJE SISTEMA SIMULTANIH 1, 
1 1 DIFERENCIJALNIH JEDNACINA11133X, 1Y1 1=XYZ 11133X, 
2'Z""XYIZ 1l 

CALL EXIT 
END 



FUNCTION FUN(J,x,Y,Z) 
GO T0(50,60),J 

50 FUN:::X!!.YIIZ 
RETURN 

60 FUN:::X!!Y/Z 
RETURN 
END 

Odgovarajuci program i izlazna list a imaju sledeci oblik: 

RESAVANJE SISTEMA SIMULTANIH DIFERENCI.JALNIH JEDNACINA 

Y1 :::XYZ 

Z':::XY/Z 

KORAK INTEGRACIJE H::: 0.010 

X y VTACNO z ZTACr~O 

1.00 0.333.3333 o.B3.B33 1.0000000 1.0000000 
1 .1 0 0.3709342 0.3709341 1.0362694 1,036?.694 
1.20 0.4188979 0,4188979 1.079'1367 1,0791367 
1.30 0,4808936 0,4808936 1.1299436 1.12994l5 
1.40 0.5623944 0.5623943 1.1904763 1.1904762 
1. 50 !),6718182 0.6718181 1.2631581 1.2631H8 
1 • 60 0.8225904 0.8225905 1.3513514 1.3513515 
1 • 70 1.0370675 1:0370678 1,4598541 1.4598541 
1. 80 1.3544686 1.3544689 ']. 595 7446 1,5957447 
1. 90 1.8481333 1. 8481344 1. 7699113 1,7699116 
2.00 2.6666656 2.6666667 1.9999998 2.0000000 
2.10 4,1441259 4,1441.521 2' 316601!! 2. 3'166029 
2,20 7.1444836 7,1444917 2. 7777767 2. 7777779 
2.30 14,3993673 14.3994160 3.5087693 3.5087738 
2.40 37.7629280 37.7651035 4,h3871l12 4,8.587108 
2.50 170,6634674 170,6666718 7.9999280 8,0000000 

5.3.10.Kontumi problemL 

U ovom odeljku ukazacemo na diferencni metod za resavanje konturnog 
problema 

(3.10.1) y"+p(x)y'+q(x)y=f(x); y(a)=A, y(b)=B, 

gde su funkcije p, q, f neprekidne na [ a,b ]. 
b-a 

Segment [a,b] podelimo naN+ 1 podsegmenata duzine h = N+l, tako daje 

xn =a + nh (n = 0,1, ... , N + 1). U tackama Xn (n = I, ... , N) diferencijalnu jed
nacinu iz (3.10.1) aproksimirajmo sa 

(3.10.2) 
Yn+1-2Yn +yn-1 Yn+1-Yn-1 
. h2 +pn--21_1 __ +qnyn =fn (n=l, ... ,N). 
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Ako uvedemo smene 

(3 .10.2) se moze predstaviti u obliku 

(3.10.3) (n=l, ... , N). 

S obzirom da se konturni uslovi Yo =A ~y N. . .:j: 1 = B, pred nama se postavlja 

problem resavanja sistema linearnih.jednacina Ty = d , gde su 

2 
h 0 ... 0 Yt h !1-Aa1 C! 

Y2 -)-
h2 fz a2 bz c2 0 

-> d= T= y 

lJ;2 h 2fN-BcN 0 0 0 bN 

Matrica sistema je trodijagonalna. Za resavanje ovog sistema pogodno je izvrsiti cle
kompoziciju matrice Tu obliku T= LR (videti ocleljak 4.1.1), cime se problem svo
di na sukcesivno resavanje dva trougaona sistema linearnih jednacina. Ovakav pos
llipak za resavanje konturnog problema (3.10.1), u literaturije poznat kao matricna 
faktorizacija. 
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Sledeci program je realizovan na osnovu izlozenog postupka. 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

5 
c 
c 

10 
'I ~' 

OIMENSION A(100),B(10Q),C(100),0(100) 

MATNICNA FAKTDRIZACIJA ZA RESAVANJE 
KGNTURNIH PROBLEMA KOD LINEARNIH 
DIFEMENCIJALNIH JFONACINI II REDA 
Y' I + P(X)Y' + Q(X)Y = f(X) 
Y ( D G) :::: Y A·, Y ( G G) "' Y 8 
==~================================ 
READ(8,5) DG,YA,GG,Y~ 
FORMAT(t,F10,5l 
UCITAVANJE BROJA MEDJUTACAKA PREKO 
TERr~INALA LA 30 
REA0(6,15) N 
FORMAT(l2) 
N1:o;Nt1 
IF(N,EG,O)·GO TO 60 
H:(GG•OGJ/FlOAT(N1) 
HH:::fHH 
X::::DG 
DO 20 I:::1,i'<J 
)(;;::X+h 



Y<:H/2 .<>PQF (X, 1) 
A(IJ<:1.~Y 

C(1)<:1.tY 
8(IJ<:HH<>PQF(X,2l~2, 

20 D(I)~HH<>PGF(X,3) 

D(1):0(1l-YA<>A(1) 
D(N):D(NlmY~<>C(N) 

C(1 l~C(1 )/8(1 J 
DO 25 I=2vN 
B(IJ~B(Il-ACIJ*C(I-1) 

25 C(Il:C(I)/B(Il 
0(1 )~0(1 )/8(1) 
DO 30 1=2,111 

30 D(IJ~(D(ll-A(l)<>D(I-1))/B(Il 
NM:::N~i 

DO .35 I::1,NM 
J::I~M-1+1 

35 D(J):O(JJ•C(J)<>D(J+1J 
wRITE(5,40) N,(I,I:1,N1) 

40 FORMA1(///5Xv 1 BROJ MEDJUTACAKA N :',I3///5X, 1 I 1 ,6X, 1 0 1 ,9110) 
DO 45 1=1. N 
C(ll:::DG+H<>FLOAT(Il 4' 8(IJ:::PQF(C(I),4) 
I'IR IT f:( 5, 50) D G, ( C (!) ,I::: 1 , N) , GG 
wRITE(5,55) YA,(D(IJ,I=1,N),YR 
t•!R I T E ( 5 , 6 5 ) Y A , ( A ( I l , I ::: 1 , ~~ ) , Y fl 

~0 FORMAT(/5X, 1 X(I)',10(F6.2~4Xll 
55 FORMAT(ISX, 1 Y(IJ 1 ,10F10.6) 
6~ FQRMAT(/5X, 1 VEGZ 1 ,10F10.6) 

GO T 0 1 0 
60 CALL EXIT 

EI~D 

Primetimo da je program tako realizovan da se broj medutacaka N ucitava 
preko terminala LA 30. U slucaju kada je N = 0 program se zavrsava. Takoae, u 
programu je predvideno i tabeliranje tacnog reilenja u posmatranim tackama, radi 
kontrole. Jasno je, medutim, da ovo poslednje ima smisla samo u skolskim primeri
ma gde nam je resenje poznato. Tako je, na primer, za konturni problem 

y"- 2xy'-2y =- 4x; y(O) = 1, y(l) =I + e = 3.7182818, 

tacno resenje y = x + exp (x 2 ) . 

Za ovaj konturni problem funkcijski potprogram za definisanje funkcija p, q, 
l kao i tacnog resenja, nazvali smo PQF. Za slucaj N = 4, dobili smo sledece rezul
tate 

ll 

FUNCTJO~ PWF[X,M) 
GO IU(10,20,30,40),M 

10 PwF:::-2. X 
RE_TURN 

20 PQF:::=2. 
RETURN 

10 pr"F::::-4.*'1< 
RETURH 

40 PQP:::XtEXP(X X) 
FIF.TUR~• 

Ef\!0 
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AROJ MEDJIJTACAKA N "' 4 

0 2 3 4 r, 

)( ( 1) o.oo 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

y ( 1) 1.000000 1.243670 1.577952 2.038018 2.699739 3 •. 1182132 

YEGZ 1.000000 1. 2'•0811 1. 573511 2.033330 2.6961.81 3.718282 

5 .4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE 

5 .4.1, Metod mreza 

U ovom poglavlju ukazacemo samo na jedan nacin za numericko resavanje 
parcijalnih jednacina. Nairne, razmotricemo samokako se metodom mreza resava 
Laplace ova jednacina (eliptickog tip a) i talasna jednacina (hiperbolickog tipa). Slic· 
no se resavaju i ostale jednacine; na primer jednacina provodenja toplote (parabo· 
lickog tipa). 

Metod mreza iii diferencni metod, kako se cesto naziva, predstavlja osn<)vni 
metod za resavanje jednacina matematicke fizike (parcijalne jednacine koje se jav
ljaju u fizici i tehnici). 

Neka je data line am a parcijalna diferencijalna jednacina 

(4.1.1) Lu=f 

i neka se u oblasti D, koja je ogranicena krivom r (D = int r), traii ono njeno rese
nje koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov 

(4.1.2) Ku = 1/J ( (x,y) e r). 

U primeni_metoda mreza, najpre, treba izabrati diskretni skup tacakaD11 , koji 
pripada oblasti D (= D U r) i koji se naziva mrezom. Najcesce se u primenama za 
mrezu uzima familija paralelnih pravih Xi= X 0 + ih, Yi =Yo+ j l (i,j = 0, ± 1, ± 2, 
... ). Tacke preseka ovih pravih se nazivaju cvorovima mreze, a velicine hi l kora
cima mreze. Dva cvora mreze se nazivaju susednim ako su udaljena pox i y osi sa· 
mo za jedan korak. Ako sva cetiri susedna cvora nekog cvora pripadaju oblasti i5, 
onda se taj cvor naziva unutrasnjim; u protivnom cvor rnreze D 11 se naziva granic· 
nim cvorom. U primenama pored pravougaone rnreze koriste se i drugi oblici mre-
za. 

Metod mreza se sastoji u aproksimaciji jednacina ( 4.1.1) i ( 4.1.2) pomocu od
govarajucih diferencnih jednacina. Naime, operator L mozemo aproksimirati dife
rencnim operatorom, veoma jednostavno, zamenom izvoda odgovarajuCim diferen· 
cama, u unutrasnjim cvorovima mreze. Pri ovome se koriste sledece formule 

au(xi'y) ui+l,j-ui,j 
---- ·-

au(xi'y) ui+l ui-l,j 
---- = ---·---

ax lz ay 2h 
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a2 ( ) ' + u x., y. u. 
1 

.-_u.. u. 
1 

. 
___ I __ J .:oo I+ ,J I,) 1- ,J ' itd. 

ax 2 h2 

Potpuno simetricne su formule za parcijalne izvode po promenljivoj y. 
Aproksimacija konturnih uslova, u nekim slucajevima, moze biti vrlo slozen 

problem. sto zavisi od oblika operatora K i konture r. Kod tzv. konturnih uslova 
prve vrste, kocl kojih je Ku = u, jedan praktican nacin za aproksimaciju preclloZio je 
L. C'ollatz i on se sastoji u sleclecem: 

Neb je granicnom cvoru A najbliza tacka sa konture r, tacka B i nekaje nji
hovo rastojanje 8 (videti sl. 4.1.1 ). 

c 

X 

Sl. 4.1.1 

Na osnovu vrednosti funkcije u tackama B i C, linearnom interpolacijom clo
bijamo 

l11jJ (B) +Ou (C) 
u(A) ~ - · 

lz + 0 

Aproksimacija konturnog us! ova ( 4. 1.2), u ovom slucaju se sastoji u definisa
nju jednacina gornjeg ob!ika za svaki granicni cvor. 

Jednacine clobijene aproksirnacijom jednacine (4.1.1) i kontumog uslova 
( 4.1.~) predstavljaju sis tern linearnih jednacina, cijim se resavanjem dobijaju traiena 
numericka rdenja postavljenog problema. 

ll daljern izlaganju ukazacemo na dva osnovna primera. 

5 .4.2. Laplace ova jednacina 

Neka je potrebno naci resenje Laplaceove jednacine 

a2 u a2 u 
6u=--+- = 0 

ax2 ay2 
((x,y)eD), 

koje na kon turi kvadrata D = f (x, y) I 0 < x < 1, 0 <y < 1 J ispunjava odreaeni 

uslov u (x, y) = ljJ (x,y) ( (x, y) e r). Izaberimo mrezu Dh kod koje je 1 = h = -1-, 
N-1 
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tako da su cvorovi mreze tacke (xi' yi) = ( (i-l)h, (j-1) l) (i, j = 1, ... ,N). 
Standardna difcrencna aproksimacija (sema) za resavanje Laplaceove jednacine ima 
oblik 

1 

1
2( u.+I . + u. 1 . + u . . +1 + u .. 1 -4u .. ) = 0, 
l I ,j 1- ,j l,J 1,)- 1,) 

ili u obliku 

1 
ui,i = 4 (ui,j+ 1 + ui,j-1 + ui-1 ,j + ui+ 1 ,j) · 

Uzimaju6i i,j = 2, .. , , N-l u poslednjoj jednakosti dobijamo sistem od 
(N-2)2 linearnih jednacina. Za resavanje · ovog sistema obicno se koristi metod 
proste iteracije iii, sto je jos prostije, Gauss -Seidelov metod (videti odeljak 4.3.3). 

Odgovarajuci program za resavanje posmatranog problema ima oblik 

RESAVANJE LAPLACEmOVE JEDNACINE 

·DIME N S I 0 N U ( <' 5 , ~ 5 ) 
RF.AO (I:!, 4) ~~ 

4 FOt'HAAT(IZ) 
M:;:N~1 

READ(8,1) (U(1,J),J:1,~),(U(N,J),J:;:1,N), 

1(U(l,1),1=2,M),(U(I,~J,Ia2,MJ 
·1 FORMAT(8F10,0) 

0(1 10 1=2,"1 
DO 10 J:::2,f' 

10 U(l,J):::O. 
TMA)(a() 

20 READ(6,4) MAX 
!F(MAX.EQ.O)GO TO 100 
00 SO ITER:::1,MAX 
oo· .3o I=2,M 
D.O 30 J:::2,tJ, 

3 0 1J (1, J)::: ( U ( I, J + 1 ) tU (I , J m 1 l + U (I • 1 , J) t IJ (I+ 1 , J) ) /4. 
H~ilXO:l~AX+MAX 

WR!TEC5r65) !MAX, (J,.J"1rN) 
65 FORMAT(//26X, 1 BRUJ ITERACIJA JE 1 ,I~//17X, 

1415X,•,J '.Icll 
flO t'iO f;;;i,N 

60 ~RITE(5,66) I,(U(I,J),J"'1,N) 
66 FOR~Af(13X,'I a',I2,6F10 4) 

GO TU 20 
100 CALL f:XII 

END 

Za resavanje sistema linearnih jednacina koristili smo Gauss-Seidelov metod 
sa pocetnim uslovima ui. = 0 (i, j = 2, ... , N-l), pri cernu se na broj iteracija mo-
ze uticati preko terminal<~ LA 30. ZaN= 4 i konturne uslove . 
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U!l =0, UJ2=30, UJ3=60, U!4=90, 

U4J=l80, U42=120, IJ43=60, U44=0, 

60 120 ll24 = 60, ll34 = 30' 
U21= , U31= ' 

dobijeni su sledeci rezultati: 

HRO,J I fF.RACIJA JE 2 

" 'I 
" 2 
" 3 
"' 4 

J ::: 1 
o.oooo 

60,0000 
120,0000 
1RO,OOflO 

J :: ?. 
~o.oooo 

47.'l125 
a:~, 9063 

120,0000 

J :;: 3 
60,0000 
53,9062 
5<'>,9531 
60,0000 

HROJ ITERACIJA JE 7 

" 'I 
- 2 
:: .s 
"' 4 

,) ; 

o.oooo 
<'>0.0000 

120,0000 
1'30.0000 

J "' 2 
.30,0000 
59,91:1'31 
89,9940 

120,0000 

s "' s 
60,0001) 
~9.9940 
59,9970 
60.0000 

RROJ ITERACIJA JE 9 

J " 
::: 1 O,OOilO 
::: 2 60.0000 
- 3 120,0000 
" 4 1130.000() 

.J :;: 2 
30,0000 
59,99Y.~ 

s;·~. 9996 
120. 00<)() 

J " 3 
(,0,0000 
S9,9996 
59,999il 
1')0,0000 

HROJ ITERACIJA JE 10 

J "' 
::: 1 (),0000 
" 2 60,0000 
::: 3 120.0000 
::: 4 18(1,000() 

J ::: 2 
30,0000 
59,9998 
1)9,9999 

1 20,0 Or) 0 

J ::: 3 
Ml,OOOO 
59,9999 
60,0000 
60,0001) 

RRUJ ITERACIJA JE 11 

J " 1 
::: 1 0,0000 
::: 2 60.00()() 
::: 3 120,0000 
::: 4 1tl0;000() 

J ::: ? 
30.0000 
6 0. f) 1)0 0 
90,1}000 
1~0.0000 

J " 3 
60.000!) 
60,0000 
60,0000 
60.000') 

S .4 .3. Talasna jednacina 

Posmatrajmo talasnu jednacinu 

(4.3.1) 

J " 4 
90,0000 
60.0000 
30,01)00 
o.oooo 

.J ::: 4 
90,()001) 
60,0000 
50,0000 

0,0000 

.1 ::: 4 
90.0000 
60,0000 
30,0000 
o.oooo 

J ::: 4 
90,0000 
60,0000 
~o.oooo 

0,0000 

J ::: 4 
90,0000 
r)O.OIJOO 
:so.oooo 

0,0000 
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sa pocetnim uslovima 

(4.3.2) u(x,O)=f(x), u
1 

(x.O)=g(x) (0 <X< b) 

i konturnim uslovima 

(4.3.3) u (OJ)=¢ (t), u (b, t) = tf;(t) (t ~ 0). 

Koriscenjem konacnih razlika, jednaeina ( 4.3 .1) se moze aproksimirati po'mo-
cu 

1 
(4.3.4) u.+ 1 .-2u .. +u. __ 

1 
.=- (u . . +

1
-211 .. +u.. ) , 

' ,J 1,1 ' ,J r2 1,1 1,1 ,,1-J 

I 
gde je r =a- (hi l su koraci pox it osi respektiv110) i u . . = u (x., t. ). Na osnovu h 1,) l J 

prve jednakosti u (4.3.2) imamo 

(4.3.5) 

Uvoclenjem fiktivnog sloja j =- 1, drugi pocetni uslov u ( 4.3.2) moze se jed
nostavno aproksimirati pomocu 

(4.3.6) 
ui,t-111,-1 

ut (x .. O)= g(x.)=g. =~--~ 
I· 1 1 2/ 

Ako u (4.3.4) stavimo j = 0 dobijamo 

odakle, s obzirom na (4.3.6) sleduje 

- 1 2 • 
ui,1-lgi +f.+ 2r ( fi+l-211 + !1-1) • 

tj. 

S druge strane iz ( 4.3 .4) sleduje 

1 1 
(4.3.8) u .. +l=- (u.+ 1 .+u. 

1
.)-u .. 

1
+2(-

2 
-1)u .. 

1,1 r2 , ,1 . 1- ,1 t,J- r t,J 

Ako stavimo h = b / N i x
1 
= (i-1 )h (i = 1 ,2, ... , N + 1 ), na osnovu konturnih 

uslova (4.3.3) imamo 

(4.3.9) 
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gde je j = 0, l, . . . Za odredivanje resenja u pravougaoniku p = { (x, t) I 0 < x < b , 
0 < t < Tmax J, maksimalna vrednost indeksaj je celobrojni deo od Tmax/l, tj. 

fmax =M= [ Tmax/l ]. 

Na osnovu jednakosti (4.3.5), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9) jednostavno se nalaze 
priblizna resenja datog problema u cvorovima mreze pravougaonika P, sto je realizo· 
vano sledecim programom. 

c=====================================~====~================ 
C RfSAVANJE PARC!JALNE OlF,JED,HlPERBOLICNOG TIPA 
c=========================================================== 

DIMENSION U(3,9) 
READ(8,5)N,A,8,R,TMAX 

5 FORMAT(l2,4F5.2) 
N1=N+1 
~R1TE(5,10)(1,1=1,N1) 

10 FORMAT(1H1,10X,1HJ,cNt1>(~X, 1 U( 1 ,11v 1 ,J) 1 )/) 

H::!l/FLOATCNJ 
EL=A•HIA 
M::TMAX/EL 
l::O. 
DO 15 K=1,2 
U(K,1):FFCT,F!,3) 
U(K,N1)=FF(T,B,4) 

15 T=T+EL 
X:O. 
R2=R~<R 
00 20 I=2,N 
X:::XtH 
U(1,I):FF(X,B,1) 

20 U(2,l)::EL•FF(X,!l,2)+(1.•R2)•U(1,Il 
DO 25 I:2,N 

25 U(2,l):::U(2,IltR2/2,*(U(1,It1ltU(1,I•1)) 
J=O 

30 ~RITE(5,35)J,(U(1,IJ,I:1,N11 
35 FORMAT(7X,!S,cN1>F10,4) 

IF(J.EQ.M)GO TO 50 
J=Jtl 
U(3,1):FF(T,8,3) 
U(3,N1):FF(T,A,4) 
DO 40 I=2,N 

40 UC3,l):(U(2,It1)tU(2,I·tJJ/R2•U(1,II•2,•(1,/R2•1.)*U(2,IJ 
T=TtEL 
()!) 45 1=1 u"-11 
U(1,I):U(;:>,I) 

45 U(2,l):U(3,1) 
GO TO 30 

50 CALL EXIT 
END 

Primetimo da se vrednosti resenja u tri uzastopna sloja j-1, j, j + 1, pamte u 
prvoj, drugoj i tre6oj vrsti matrice U, respektivno. 

· Funkcije f, g, ¢, 1/1 definisu se funkcijskim potprogramom FF za I= 1, 2, 3, 4, 
respektivno. 
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U konkretnom stucaju za a = 2, b = 4, T = 6, f ( x) = x (4-x), g ( x) = 0, max 
¢ ( t) = 0, 1/1 ( t) = O,N= 4 i r= l, potprogram FF i cidgovarajuci rezultati imaju ob-
lik: 
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FUNCTION FF(X,~,l) 
GO T0(10,20,30,40),I 

10 FF::X*(B•X) 
i<ETURN 

20 FF:::O, 
RETURN 

30 FF:::O, 
RETURN 

40 FF:::O. 
RETURN 
END 

J 

0 
1 
2 
.5 
4 
; 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

u ( 1 'J) U(2,Jl 

o.oooo :s' 0000 
o.oooo 2.0000 
o,oooo o.oooo 
o.oooo a2,000Q 
o.oooo -3.0000 
o.oooo -2.0000 
(),0000 o.oooo 
o.oooo 2.0001) 
n.oooo 3,0000 
0~0000 2.0000 
o.oooo o.oooo 
o.oooo -2,0000 
o.oooo -3.0000 

U(3,J) U(4,J) ucs,.n 

4,0000 3,0000 o.oooo 
3,0000 2,0000 o.oooo 
o.oooo 0,0000 o.oooo 

-3,0000 -2.0000 o.oooo 
a4,0000 -3.0000 0 '00.00 
-.s.oooo -2.0000 o.oooo 

0,0000 o.oooo o.oooo 
3.0000 2,0000 0,0000 
4.0000 3.0000 o.oooo 
3,0000 2,0000 0,0000 
0,0000 o.oooo 0,0000 

-3.0000 -2.0000 o.oooo 
-4.000C -3.0000 o.oooo 
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